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Trabajo Préactico N° 5: ESPACIOS VECTORIALES

Ejercicio 1:
Determine si los siguientes conjuntos con las operaciones definidas en cada caso son o
no espacios vectoriales. Para aquellos que no lo sean, indique al menos uno de los
axiomas que no se cumple:
a) V ={(x,y,2z) € R?}con las operaciones usuales en R3: suma y producto por
un escalar real.
b) V = R3, con la suma definida por (x,y,z) + (x",y,z) = (x +x,y +y’,z +
z") y el producto de un escalar por un vector esta definido por k(x,y,z) =
(x, ky, kz).
¢) V={(x,y) €R? /x>0,y >0}con las operaciones usuales en R%: suma y
producto por un escalar real.
d) El conjunto de las matrices simétricas de orden 2, con las operaciones
usuales entre matrices: suma y producto por un escalar real.

Ejercicio 2:

Sabiendo que V es un espacio vectorial real con las operaciones usuales, y cada uno de
los elementos mostrados son vectores de ese espacio vectorial o nameros reales,
complete la demostracion de la siguiente propiedad utilizando axiomas o propiedades
de espacios vectoriales.

Propiedad: Si V es un espacio vectorial real, entonces paratodo A € R, 10 = 0

Demostracion: Sea A € R.

Justificacion

20=1(0 + 0)

A0=10 + 20

20 + (—10)= 10 + 10 + (—20)

0 = 10 + [10 + (—10)]

0=10+0

0=10

Ejercicio 3:
Sabiendo que V es un espacio vectorial real, y cada uno de los elementos mostrados son
vectores de ese espacio vectorial o nimeros reales, demuestre que:

a Ou=0

b) —u=(-1u
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Ejercicio 4:
Dado el subconjunto S = {(x,y) € R?/x = —y}de RZ
a) Represente S en un sistema de coordenadas.
b) Verifique con ejemplos en forma geométrica que es un subespacio.
c) Demuestre, utilizando la condicion necesaria y suficiente para subespacios,
que S es un subespacio de R2.

Ejercicio 5:
Construya una figura geométrica para ilustrar por qué una recta que no pasa por el

origen como subconjunto de RZ no es cerrada bajo la suma de vectores.

Ejercicio 6:
Sea V el espacio vectorial real indicado en cada caso con las operaciones usuales y sea S
un subconjunto del mismo. Justifique, utilizando la condicién necesaria y suficiente, si
S es un subespacio vectorial de V.

a) V=R3yS = {(x,y,2z) € Ry = 1}

b) V=R3yS = {(x,y,2) € R®%:(x,y,2) = t(—1,0,2),t € R}

X+y
c) V=R3yS = € R3

y
0
d) V =P2:1yS: es el conjunto de todos los polinomios de grado 2 (no < 2, sino
exactamente igual a 2).
) V=M v S = {4 € M,,,/A? = A}

Ejercicio 7:
Determine cuéles de los siguientes subconjuntos de R? son subespacios. Justifique.

a) b)

1 P2: Espacio Vectorial de todos los polinomios de grado < 2 junto con el polinomio cero.
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Ejercicio 8:
Determine en cada caso, si el vector u pertenece al espacio generado por el conjunto de
vectores {vq, v,, V3 }.

f) w=(0,1,1,1) donde: v, = (1,0,0,1); v, = (0,1,1,0); v3 = (1,1,1,1)

) u=(0,5—2) donde:v; = (1,2,—1); v, = (2,—1,0); v5 = (—1,8,—3)
120 M 0 0. [0 10| [0 0 0

h u = [0 2 2] donde"’l_[o 0 0]'”2_[0 0 0 '”3_[0 2 0

i) u=t?+2t+4donde:vy=t—L,v,=t+1;v3=t>+t+1

Ejercicio 9:
Determine el espacio generado por cada uno de los siguientes conjuntos de vectores. En
los items a) y b), interprete geométricamente.

a) EnRZ
i.{(1,2); (0,0)}
ii. {(-1,0); (1, 1); (0, 1)}

b) EnR3:
i. {(1,2,0); (2,4,0); (0,0,1),(2,4,2)}
ii. {(1,2,0); (—1,1,0); (1,0, 1)}
ii. {(1,-1,1); (2,-2,2); (3,-3,3)}
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c) En Mas2:

o b lo alilo 1l
il 1l 2l

Ejercicio 10:
Siendo V un espacio vectorial, para cada subespacio vectorial S halle un conjunto
generador.

a) Sesel plano de ecuaciéon —x+y +2z=0enV =R3,

b) Ses el conjunto de las matrices triangulares inferior de orden dos, V = May..

¢c) S={(x,y,z)=t(1,1,1),t ER},V=R?

d S={(x,y,z) ER%y=0},V=RS

e) S=V=R2%

f) S ={A €Msxs: A es antisimétrica}, V = Mays,

Ejercicio 11:
a) Dado el plano en R® de ecuacion x + y —3z =0, indique dos conjuntos
distintos que lo generen y que tengan distinta cantidad de elementos.
b) Dado el plano en R® de ecuacion y = —2x — z, indique dos conjuntos distintos
gue lo generen pero que tengan la misma cantidad de elementos.

Ejercicio 12:
Determine si los conjuntos de vectores dados en cada espacio vectorial indicado son
linealmente independientes o linealmente dependientes. En este Ultimo caso exprese uno
de ellos como combinacién lineal de los demas.

a) {(2,0):; (1, 1}enR?

b) {(2.3); (-1, -2); (1, )} en RZ.

c) {(-1,2,0);(-3,0,2): (0,1, 1)} en RS,

d) {(1,0,1,2); (0,1,1,2); (1,1,1,3)} en R%.

e) {t?+t+2;2t>+¢t;3t>+2t+2}enP,

Ejercicio 13:

Dado el conjunto {(1, 1, k); (k, 0, 0): (0, k, 4)} en R3, determine para qué valor o valores
de k el conjunto resulta linealmente independiente y para cudles linealmente
dependiente.

¢Qué interpretacion geométrica puede hacer si el conjunto es linealmente independiente?
¢Y en el caso de ser linealmente dependiente?

Ejercicio 14:
Por simple inspeccion determine si los siguientes conjuntos son base para el espacio
vectorial enunciado en cada caso.

Conjunto Es/no es base de V

A ={(5,0); (7,5); (1, 1} para V = R?

B={(1,1); (1, —2)} para V = R?

€ =1{(0,8,0); (0,0,7); (0,-1,0)} para V: el plano yz de R>.
D=1{(2,0,0);(0,1,0)} paraV=R3
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Ejercicio 15:
Determine una base y la dimension del subespacio S del espacio vectorial V dado en
cada caso.

a) V=R3 Seslarectade ecuaciéng =y=-z

b) V=R%S = {(x,y,zw) € R*/x = y, z=2y+w}

c) V =Moae, S ={A € Max/A es simétrica}.

d) V =P3, Ses el subconjunto de los polinomios de la forma ag + aix + a2x? + asx®

donde ao = 0.

Ejercicio 16:
Siendo V = Maxz, proponga ejemplos teniendo en cuenta las condiciones pedidas en cada
caso.

a) Un subconjunto de vectores linealmente independiente pero no base de V.

b) Un subconjunto de vectores que genere a V pero no sea base de V.

¢) Un subespacio de V de dimensién 1.

d) Un subespacio de V de dimension 2.

Ejercicio 17:
Dado el vector v = (-4,7):
a) Represente al vector v en R? como combinacion lineal de los vectores de la base
canonica de R?.
b) Represente al vector v en el mismo plano como combinacién lineal de los
vectores de la base B = {(1,2); (-2, 1)}.
c) Determine los vectores de coordenadas [V]ec Y [V]s.

Ejercicio 18:

Halle las coordenadas del vector ven la base B del espacio vectorial indicado.
a) v=(1,2),B={(,1);(,-1)} deR%
by v=(1,2,-1),B={(1,0,1); (0, -1, 1),(2,3,-5)} de R®.

Ejercicio 19:
a) El vector de coordenadas de un vector v de R® en la base B = {(0,1,-1); (1,0,0);
-1
1,1,D}es[v] 5 = [ 1 ] Encuentre las coordenadas de v en la base candnica.
2

b) Sea B ={(0,0,1); (1,2, 0), (0, 1, 1)} una base ordenada de R®y sea u = (1, 4, 2)
un vector de R® expresado en la base B. Halle el vector de coordenadas de u en la
base B'= {(2, 2, 0); (1, 0, 1); (3, 2, 0)}.

Ejercicio 20:
Argumente la veracidad o falsedad de las siguientes proposiciones.
a) R? es subespacio de R®.
b) El valor de k para que u = (1, —2, k) de R® sea combinacion lineal de los vectores
v=(3,0—-2); w=(2,—1,-5)es k = —8.
c) El plano xy es generado por los vectores {(2,—1,0); (1,3,0)}

d) El conjunto solucion del sistema homogéneo AX = 0, siendo A € Mnxn, €S un
subespacio vectorial de R™.
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e) Sean u, v, w, zvectores de un espacio vectorial V. Si ues combinacion lineal de v
y w; entonces u es combinacion lineal de v, wy z.

f) El conjunto {(0, 0, 0)} de R3 es un conjunto linealmente dependiente.

g) Todos los conjuntos que generan a R? tienen la misma cantidad de elementos.

h) Si el conjunto {u, v, w} genera al espacio vectorial ¥, entonces el conjunto {u, v}
no generaa V.



