Resumen A. de Sefales y Sistemas * Juan Pablo Colagrande Marti

ANALISIS DE SENALES Y SISTEMAS
PRIMERA PARTE: ANALISIS DE VARIABLE COMPLEJA

FUNCIONES DE UNA VARIABLE COMPLEJA

Numeros complejos y funcion de variable compleija:

w=f(z)=u+jv
z=x+jy = w=ulx,y)+ jv(x,y)

Forma polar:

z=pcosf+ jpsin@ = z = p(cos @+ jsin )
Identidad de Euler: cos@+ jsin @ = e’?

z=pe’

Curvas v regiones en el plano:

2=z <p
Jy

v

Funciones de variable compleja:
Raiz enésima:

g/_ = \/;{cos(g-l_ 2k7[)+ jsin(e—i_ 2k”ﬂ para k € {0,1,2,...,(n—1)}
n

n

Complementos V.C. Pag. 20

Exponencial:

e’ =e" P =" ¢* = ¢* (cosO * jsinB)

Complementos V.C. Pag. 22

Trigonométricas e Hiperbolicas:

cos? z+sinz=1
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—J<

cosz=%(e"'z+e 7)

cos z = cos(x).cosh(y)— jsin(x).sinh(y)

sinz = 2Lj(ejZ - e’”)
sin z = sin(x).cosh(y)+ jcos(x).sinh(y)

cos(z1 Tz, ) = cos(z1 ) cos(z2 )1 sin(z1 ).sin(z2 )
sin(z1 Tz, ) = sin(zl ) cos(z2 )i cos(z1 ) sin(z2 )

cosh z :%(ez +e_z)

cosh z = cos(jz)

sinh z = %(ez —e_z)

sinh z = jsin(jz)

Complementos V.C. Pag. 23
Logaritmicas:

z _ _zlIna

a =e

Inz=Inp+ jO

Complementos V.C. Pag. 24
Limite:

Jlim f(z)=1 & Ve >0=38(e) > O/”f(z)—l” < E&con taldehacerque”z—zon <o

-7

A

Jy

v
v

Complementos V.C. Pag. 11
Continuidad:

Si Elf(zo)/\Ellimf(z)zl/\f(zo)zl:> f(z) es continua en 2o

Complementos V.C. Pag. 12
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Derivada:

df(z) _ . flz+42)-f(2)
dZ Az—0 AZ
Si el limite existe, o sea, si la funcidn es derivable

La derivada de una funcién compleja, cumple las propiedades de la derivada de una funcién

real, por ejemplo la derivada de una suma o de un producto, etc.
Complementos V.C. Pag. 12

Ecuaciones de Cauchy-Riemann:

Si f (z) es derivable, entonces cumple las siguientes condiciones:

ou _dv
o dy
o _ o
ox Oy

*/ Estudiar la demostracidén /*
Complementos V.C. Pag. 15
Y en forma polar:

w_tow
or roé
v _ lou
or roé

*/ Estudiar la demostracidn /*
Complementos V.C. Pag. 16
Funcion analitica:

Una funcioén es analitica en una cierta region si estd definida y es derivable en dicha region.
Siempre se cumple que:

u_aw
f(z)es analitica < 8_?/x_ _aai
ax ay

*/ Estudiar la demostracidn /*
Complementos V.C. Pag. 15
Ecuacion de Laplace:

Viu=0
. 0%u  d’u ..
Si —2+—2:0:>ues armonica
ox~ dy

Teorema: “Las funciones analiticas son arménicas”
*x/ Estudiar la demostracidén /*
Complementos V.C. Pag. 18
Teorema de las curvas de nivel:

Si f(z) es una funcién analitica, siendo f(z)=u+ jv y u(x,y)=ctte y v(x, y)=ctte,
entonces:
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|curvas de nivelde u L curvas de nivel de v|
*/ Estudiar la demostracidén /*

Integral de linea en el plano complejo:

x=x(t

Sea C: { ®) alt< b) una curva en el plano complejo, en la cual x(¢) e y(f) son
y=y)

funciones derivables, siendo z(¢) = x(¢)+ j.y(t).

Sea w= f(z), acotada y definida dentro de C, entonces:

[ f@de=] rle)e dr

*/ Estudiar la demostracidn /*
Complementos V.C. Pag. 26

Teorema de Cauchy para funciones analiticas:

Sea f(z) una funcidn analitica en una regién R , cuyo borde es una curva C cerrada 'y

simple, entonces:

§ f@dz=0

*/ Estudiar la demostracidén /*

&+
O sea: Si f(z)es analitica = §C f(2)dz=0

Complementos V.C. Pag. 32
Formula de la Integral de Cauchy:

Sea F(z) una funcién analitica en una regién R, cuyo borde es una curva C cerrada y simple,

, : » F(z :
recorrida en sentido positivo, y sea f(z) = #, analiticaen R menos en el punto z,,

(Z Zo)

entonces:

§r(c)ac= q S )}dz _2mi(z)

*/ Estudiar la demostracidn /*
Complementos V.C. Pag. 35

Derivadas de una funcion analitica:

Para que exista derivada, la funcién debe ser analitica.

F"(z,) v f#;cl: Fla) :I.dz

B 27[] (Z_ZO )H1

*/ Estudiar la demostracidén /*
Complementos V.C. Pag. 36
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SERIES Y SUCESIONES

Series: principios de la convergencia de Cauchy:

Sucesion: Coleccion de valores ordenados segiin los enteros y en funcién de ellos.
z =1{2,.2,.2,,...2,}

n—oo n

n
Convergencia de una sucesién: La sucesiéon W, convergea c =a+ jb si Ellim(l + —j

Serie: La serie es la suma de los términos de una sucesién. S = ZW
i=1
Condiciones necesarias para la convergencia de series:
1. LimW,|=0
[—o0
*/ Estudiar la demostracidén /*
2. Todos los W, tienen que estar acotados.

*/ Estudiar la demostracidén /*

Complementos V.C. Pag. 38
Convergencia absoluta y condicional:

Dada § =)' W, :Si ) |W,|converge= S es ABSOLUTAMENTE CONVERGENTE
n=1 n=l1

Dada § = iWn :Siconverge pero i|Wn

n=1 n=1

CONVERGENTE

diverge = S es CONDICIONALMENTE

Complementos V.C. Pag. 42
Criterios de convergencia de Series:

Prueba de la razon:

| <1= La Serie CONVERGE
lim% > 1= La Serie DIVERGE
"l 1=1= NADA SE PUEDE ASEGURAR

Prueba de la raiz:

<1=> La Serie CONVERGE
lim/|W, |>1=> La Serie DIVERGE
=1= NADA SE PUEDE ASEGURAR

Serie Geométrica:

Una Serie Geométrica es la que tiene la forma:

oo

S = Z(q"):q" +q " g+

n=a
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a_ gmtl < 1= Converge
S=limd =7 _ {M s

moe (1—q) |q| 2>1=> Diverge

Si |q| <1, entonces S = _q

(1-9)

*/ Estudiar la demostracidn /*
Complementos V.C. Pag. 43

Series de potencias:

Una Serie de Potencias es la que tiene la forma:

donde C, es el coeficiente y a es el centro de la serie.

De aqui en mas no hablaremos de convergencia total, sino sélo en una cierta regién de
convergencia ROC.

Regién de Convergencia
ROC

La region es fécil de obtener, lo cual se hace de la siguiente manera:

centro =a
centro =a

ROC: o ROC:
radio = ; radio = ;
hmyiC, lim| <

n+l
n—es| (C

n

*/ Estudiar la demostracidn /*

Teorema:

Si § converge paraun z, = converge absolutamente Vz/ |z - a| < |z0 - a|

*/ Estudiar la demostracidén /*

Criterio de Unicidad:

Dada una funcién analitica f(z) y centro a, la serie de potencias es UNICA

*/ Estudiar la demostracidén /* (Por el absurdo)

Derivacion e integracion término a término:

Si f(z) tiene radio de convergencia R = f (n) (z) también tiene radio R .

*/ Estudiar la demostracidén /*
Complementos V.C. Pag. 45
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Serie de Taylor:

A Sea f(z) una funcion analiticaen R (Regién simplemente

conexa) y en C, entonces:

f(z2)= i f(:(a)(z—a)"

*/ Estudiar la demostracidn /*

Corolario: C, =

Complementos V.C. Pag. 49
Serie de Laurent:

vk Sea f(z) una funcién analiticaentre C, y C,,y en ellas
(Regién Muiltiplemente Conexa), entonces f(z) admite un
desarrollo en series de la siguiente manera:

f(2)= iAn.(z—a)" donde A, = L §C( /(@) dz

ol 27[] Z_a)n+l
*/ Estudiar la demostracidén /*

El teorema de Laurent es generalizacion de Taylor, porque si el integrando es analitico en toda
la region, los coeficientes de n < 0 se anulan.

El coeficiente A_; se llama residuo de la serie de Laurent, y es importante porque si conozco el
residuo, conozco la integral:

2TjA, = jSC f(z)dz

*/ Estudiar la demostracidén /*
Complementos V.C. Pag. 54

Analiticidad, ceros y polos:
Ceros:

Cero Simple:
Hay cero simpleen z=a si f(a)=0
Cero Miiltiple:

Hay cero mdltiple de multiplicidad m si la funcién y sus derivadas se anulan en
el punto hasta el orden m—1: f(a)= f'(a)= f"(a)=...= f""(a)=0
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Polos:
Polo simple y maltiple:
Los ceros del denominador de la funcién son los polos de f (z), por lo tanto la

funcidén no es analitica.
Si existe un polo de multiplicidad m , entonces:

flz)=A4_ (z=a)" +.+A (z—a)" +A, + A (z—a)+..

Singularidad Esencial:

Si el desarrollo sigue hasta m = —oo entonces hay una singularidad esencial en
Z=a
Complementos V.C. Pag. 58
Residuo:

Residuos para polos simples:

Si existe un polo simpleen z =a:

*/ Estudiar la demostracidén /*
Residuos para polos miiltiples:

Si existe un polo miiltiple de multiplicidad m en z = a, entonces:

A = 1 {d(”“) :(z—a)m.f(z):}

_ lim :
(m—1)1:>a dz™
*/ Estudiar la demostracidén /*

Complementos V.C. Pag. 61

Teorema de los residuos:

yy  C Sea f(z) una funcién con ciertas singularidades en la
region cuyo borde es C, la integral es igual a 2. por la
sumatoria de los residuos para cada singularidad:

@@@ §C flz)dz=2x. ]i Res f(z),,

*/ Estudiar la demostracidén /*

X
Complementos V.C. Pag. 64
Evaluacion de Integrales reales por el metodo de los residuos:

2
0

1) Integrales del tipo j R(cos 8,sin 0).d@
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4 4 d
2= > dz=je®d0 = do=""
j.z
cosf = itz
= B
e )
sinHzZ_Z. 2 2
J

.[OZER(cos 0,sin0)dO = §C f(z).ﬁ Zz.j.zn: Res f(z)a/_

jz

*/ Estudiar resolviendo ejemplos /*

2) Integrales impropias del tipo f f(x).dx

Sélosi f (x) es racional con el denominador de grado 2 o mas unidades mayor que el

grado del numerador

Coloco z en vez de x y resuelvo:

_[:o f(x)dx = §C f(Z )dZ = 272’..]2 ReS f(Z )solo del semiplano superior
i=1

*/ Estudiar resolviendo ejemplos /*
Complementos V.C. Pag. 66

FUNCIONES ESPECIALES Y TEORIA DE CAMPOS
FUNCIONES ESPECIALES

Ecuacion diferencial de Legendre:

La ecuacién diferencial de Legendre es:

(1—xz)y"—Z.x.y'+n.(n+l).y =0|ne IR

Propongo una solucién por series de potencias:
— m
p = Z G
m=0

. . g 2 . . . L.
debido a que dividiendo por (1 - X ), los coeficientes son funciones analiticas en x =0.
Los coeficientes de dicha serie, serdn definidos a través de la siguiente férmula de recurrencia:

_ (n—s)n+s+1)
Cor =T e O

y sielegimos C, y C, como constantes arbitrarias, podemos obtener todos los demas.

La solucién de la ecuacién sera:

)’(x): Co-yi (x)+ Ci.y, (x)

*/ Demostrar todo /*

Complementos L Pag. 1
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Polinomios de Legendre:

Los polinomios de Legeéndre son las diferentes soluciones resultantes a la ecuacion de Legendre.
Se definen como:

P0= (€0 "

m=0

donde los coeficientes son:

(2.n—m)
2" m!(n—m).(n—2.m)

Cn—Z.m = (_ l)m .

para n impar.

(n-1)
2

*/ Demostrar todo /*

con M :% para n pary M =

Complementos L Pag. 4
Ecuacion diferencial de Bessel:

La ecuacion diferencial de Bessel de orden p es:

2y +xy + (x2 - pz).y =0

Propongo una solucién de la forma:

y(x)= icm.x"”’ C,#0
m=0

Reemplazando obtenemos la recurrencia:

1

C,,=————F——-C,,|con C, constante arbitraria, y todos los coeficientes de indice
2%m(p + m)

impar son nulos.
*/ Demostrar todo /*
Complementos B Pag. 1

La funcion Gamma:

Definimos la funcién gamma como:

y su recurrencia como I'(a +1) = aI'(ex), 1o que produce que:

Ik +1)=k!

Complementos B Pag. 3

Volviendo a Bessel, utilizando la funcién gamma podemos escribir los coeficientes como:
Cy. =t ( ) debido aque setoma C) = ————
22" mlI(p +m+1) 27 T(p+1)
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Y sustituyendo éstos coeficientes en la solucién propuesta, obtenemos:

Jp(x

=

=% (=1)"

o m!.F(p + m+1)

2.m+p
*
(2j

“Funcién de Bessel de primera clase, de orden p ”
*/ Demostrar todo /*

Funciones de Bessel de primera y segunda clase:

Complementos B Pag. 4

La segunda solucién a la ecuacién de Bessel, estd conformada por una funcién de la forma:

(x) _ J, (x).cos(p.ﬂ)— J_, (x)

sin(p.)

“Funcién de Bessel de segunda clase, de orden p”

Y nos queda como:

y(x)= Cl.Jp(x)+ G,Y, (x) para todo p

También se aplican frecuentemente las soluciones complejas de la ecuacion de Bessel, llamadas
funciones de Hankel de orden p:

HY(x)=J,(x)+ Y, (x)y H(x)

p

J,(x)-jY,(x)

“Funciones de Hankel de orden p ”
*/ Demostrar todo /*

TEORIA DE LOS CAMPOS

Complementos B Pag. 5

Campos electrostaticos:

E=-V¢

El campo eléctrico es igual al gradiente del potencial eléctrico cambiado de signo.

Ecuacion de Laplace:

Vi¢=—-4rxp

Ecuacion de Poisson

Complementos TP Pag. 1

De la ecuacién de Poisson podemos decir que si no hay carga encerrada en la superficie,

entonces:

Propiedades:

V=0

Ecuacién de Laplace

1. Linealidad: La combinacién lineal de las soluciones linealmente independientes de la
Ecuacién de Laplace, también es solucién de la misma.

2. Unicidad: Dos soluciones de la Ecuacién de Laplace que satisfacen las mismas
condiciones de contorno, difieren a lo sumo en una constante aditiva.

Complementos TP Pag. 3
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SEGUNDA PARTE: SENALES Y SISTEMAS

Seriales

Definiciones:

Una sefial es toda sucesion de valores que transporte informacion.

Las sefiales pueden ser de dos tipos:

Seiiales de Tiempo Continuo o Analégicas Seiiales de Tiempo Discreto o Digitales
x(t) A x[n] A

M i M

\/\/ \/t' lHll ln

Apuntes Pag. 1

Potencia y energia de las Senales:

Potencia promedio:

En un intervalo (t1 .1, ), la potencia promedio de una sefial de tiempo continuo es:

1 2
. t) .dt
I, —1 *h X( l

P=

En un intervalo N, <n < N,, la potencia promedio de una sefial de tiempo discreto es:

| N+IZ|[]

n=N,

Energia:

Para sefiales de tiempo continuo y discreto se calculan respectivamente asi:

E= [l iy |E= 3)sla]’

n=N,

Potencia y energia para intervalos infinitos:

Tiempo continuo:

P, —hm—j |x dty E —hij|x(t)| dt

T—eo QT T —oo

Tiempo discreto:

P, = hm— Z|x[n] yE_ = hm Z|x[n]

N—oe QN 4
Apuntes Pag. 3
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Transformaciones en la variable independiente:
Reflexion o rebatimiento:

1) 4 el
A/\A M\ 11‘ i
T

Traslacion:

»

v

x[n I’lo y

[\ A e

i k/ V V; n, ll\ll 5

x(t_to) A

|

Reflexion vy traslacion:

A x(to _t) A x[no —n]

Escalado:

Compresion Diezmado
x(at) o A[Nn]a NeZz

M\A/\A ; e 1"
VAR E— I n

Expansion Interpolacién 0
x(at) o a<l nla Nez
o N N=2

P S\
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)

Interpolacién en escalon Interpolacién Lineal
NeZ nla NeZ
N=2 x{ﬁ} N=2

mm,,l

T |

Apuntes Pag. 5

Simetrias:

Una sefial contiene simetria par cuando x(t) = x(— t)

Una sefial contiene simetria impar cuando x(t) = —x(— t)

Teorema:

Toda sefial arbitraria tiene una parte par y una parte impar definidas como:

5 =S GO+ 30) Y 5 ()= ()= x-1)

*/ Estudiar la demostracidén /*

Apuntes Pag. 8

Senales Periddicas:

Senal exponencial Compleja:

x(t)= Ce’® = C(cos(wt)+ j.sin(wt)) CeR

Apuntes Pag. 10
Senal exponencial Compleja general:

x(t) = C.e*

donde ahora C y a son complejos:

C=lde™yi=5+79

x(t)=Ce* = |C|.e‘i¢.e("+‘j”)" =

x(t) = |C|.e“‘t PG

;0JO!
i
La sefial exponencial Compleja General NO ES PERIODICA debido al factor e?”, que
para 0 < 0 la hace decrecer en amplitud y para ¢ > 0 la hace crecer

Apuntes Pag. 14
jot .

Senal exponencial e

x(t) — ej.wo.r

Para que sea periddica, debe cumplirse que:

T=""k keN
a)O

*/ Estudiar la demostracidén /*
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Senal exponencial Compleja Discreta:

X[n] — ej.Q.n

donde Q = @.At, y también es la frecuencia angular de la sefal.

Propiedades:

1. Periodicidad en 7 :
x[n] = x[n +N ] donde N es un nimero entero de muestras

Para cumplir la periodicidad es necesario que la frecuencia angular sea un multiplo
racional de 27 :

Q:£.2z
N

*/ Estudiar la demostracidén /*

2. Periodicidad en Q:

‘ej.Q.n _ ej.(£2+2.k.7r).n

Apuntes Pag. 15
Funciones especiales:
Tiempo Continuo:
Impulso unitario o Delta de Dirac:

o sit=0
olt)=
() {0 sit#0

Propiedades:

1. f; Sr)dr =1

2. Propiedad de seleccién: .[; St —1,)olt)d = olt,)

Apuntes Pag. 21
Funcion escalon:

1 sit>0
u(r>={ |
0 sit<0

Propiedades:
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Apuntes Pag. 21
Tiempo Discreto:

Impulso unitario o Delta de Dirac:

1 sin=0

0 sinz0

5] = {

Propiedades:

1. Propiedad de seleccién: i Sn—k]xk] = x[n]

k=—oco

Apuntes Pag. 20
Funcion escalon:

1 sin=20
M:{ !
0 sin<O

Propiedades:

L fuln) =S olk]

k=—o0

2. |& [n] = u[n] —uln— 1] = Primera Diferencia (Analogo de la Derivada)
Apuntes Pag. 20

Sistemas
Definiciones:

Un sistema es un conjunto de elementos capaces de procesar una sefial.

Andlogamente con las sefiales, existen dos tipos de sistemas:

Sistemas de Tiempo Continuo o Analdgicos Sistemas de Tiempo Discreto o Digitales

f /_\ Sistema f /_\ III “I Sistema III |II

Apuntes Pag. 25

Clasificacion:
Respecto de la memoria:

1. Sistemas con memoria: El sistema construye sus salidas con valores
almacenados de entradas y salidas anteriores.

2. Sistemas sin memoria: La salida del sistema depende s6lo de la entrada actual.
Apuntes Pag. 27

Respecto de la causalidad:

1. Sistemas causales: La salida no puede anticiparse a la entrada.
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2. Sistemas no causales: La salida puede anticiparse a la entrada. Son sistemas
“adivinos”.
Apuntes Pag. 28
Respecto de la variabilidad con el tiempo:

1. Sistemas invariantes en el tiempo: Sus propiedades no varian con el tiempo.
x() = (1)

x(t_to)_> y(t_to)
2. Sistemas variantes en el tiempo: Sus propiedades cambian con el paso de
tiempo.
Apuntes Pag. 29
Respecto de la Linealidad:

1. Sistemas Lineales: A una superposicion de distintas entradas, el sistema
entrega una salida compuesta por la superposicion de las salidas individuales de
cada entrada:

Principio de Superposiciéon

P - -
= >a.x > Y a.y,
i=1 i=1

2. Sistemas no Lineales: No tienen comportamiento lineal

xn_>yn

) Apuntes Pag. 30
Sistemas Lineales (L.T.l.) y Convolucion:
Tiempo Discreto:

Si tenemos un sistema Lineal e Invariante con el tiempo (Sistema L.T.I.), puede ser
caracterizado por una funcién h[n] llamada Respuesta Impulsiva, y que corresponde a
la salida del sistema cuando en la entrada se coloca un impulso o Delta de Dirac.

Ahora, la salida de dicho sistema, puede calcularse conociendo la entrada que vamos a

aplicar y la respuesta impulsiva, aplicando una operacién llamada Convolucién, y que
consiste en:

o

ynl= dn]rln]= 3 xlklnln ~ k]

k=—c0
*/ Estudiar la demostracidn /*

Apuntes Pag. 30
Tiempo Continuo:

En Tiempo Continuo, la Respuesta Impulsiva h(t) del sistema es exactamente el
mismo concepto: la salida del sistema cuando en la entrada se coloca un impulso o
Delta de Dirac. Ahora, la salida es la Convolucién de la entrada y la respuesta
impulsiva:

y(t)= x(¢)* h(e) = J: x(z)h(r—7)dz

*/ Estudiar la demostracidn /*

x(t) —— hlr) —— y(t)

Apuntes Pag. 35
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Propiedades de la Convolucion:

1. Conmutativa: x*h=h*x
2. Asociativa: h, *(h, * hy) = (h,

3. Distributiva respecto de la suma:

Iy )* by
X*(h1+h2):(X*h1)+(X*h2)

Representacion Matematica de Sistemas y Sehales:

Sistemas L.T.l. en Tiempo Continuo:

Apuntes Pag. 38

Un sistema L.T.I. en Tiempo Continuo puede representarse con Ecuaciones
Diferenciales Lineales con Coeficientes Constantes de la siguiente manera:

a, y")+a, , Y e)+ - +a,y () +a,y()=b, x" )+ + b x 1)+ by.x(r)

Zak .y(k)(t) = Zbk .x(k)(t)
k=0 k=0

Elementos de un S.L.T.l.en T.C.:

Punto de Suma: Multiplicador:
X, X, + X, X cl> a.x
Derivador: Integrador:
X _x,

— D >

L x(r)dr

— | ==

Sistemas L.T.l. en Tiempo Discreto:

Los Sistemas L.T.I. en Tiempo Discreto se representan con Ecuaciones en Diferencias
Lineales con Coeficientes Constantes:

gak.y[n—k]z kzzi;bk.x[n—k]

Elementos de un S.L.T.l. en T.D.:

- Ecuacion General de los Filtros Digitales

Punto de Suma: Multiplicador: Retardo unitario:
X, X, +x, X a a.x x[n] x[n - 1]
> — 7 >
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Senales en Tiempo Continuo:

Representaremos ahora a las sefiales como funciones exponenciales complejas, debido a
que ellas tienen una importante propiedad: si las ponemos a la entrada de un sistema
L.T.L, la salida serd la misma sefial, afectada por un coeficiente de amplitud.

Si x(r)= e’ entonces:

y(t)=e" H(j.w)

donde

H(j.o)= fm h(z)e % dt

*/ Estudiar la demostracidn /*

Senales en Tiempo Discreto:

Haremos lo mismo que con el tiempo continuo, pero en tiempo discreto.

Si x[n] = 7", siendo z = p.e’”, entonces:
Mnl=2"Hl[z]

H[z]= ;h[kk"‘

*/ Estudiar la demostracidén /*

donde

Apuntes Pag. 41
Causalidad:

Un sistema es Causal si h(t) =0 paratodo t <0

Sistema Causal Sistema No Causal

() h(r)

Apuntes Pag. 39
Estabilidad:

Todo sistema Estable o BIBO (Bounded Input - Bounded Output | Entrada acotada - Salida
Acotada) tiene como condicién que:

Z |h[n — k] < oo [Tiempo Discreto]
X

,EJh(T)'-d T < oo [Tiempo Continuo]

*/ Estudiar la demostracidn /*

Esto quiere decir que la sumatoria o integral de la respuesta impulsiva debe converger a algtin
valor finito, porque sino, por mds que yo ponga una sefial acotada en la entrada, la salida no serd

acotada.
Apuntes Pag. 39
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Series de F ou(ier
TIEMPO CONTINUO

Desarrollos Ortogonales:

Para poder desarrollar con mayor facilidad las Series de Fourier, necesitamos conjuntos de
funciones ortogonales.

Un conjunto de funciones {fn (t)}::l es ortogonal en un intervalo (a,b) si se cumple que:

Lb f.e)f i (£)wlr).dt = 0| siendo i # j

donde w(t) es la llamada funcién de peso, que para el caso de la mayoria de las funciones

utilizadas comiinmente, es igual a 1.
Apuntes Pag. 45

Norma:

Se define a lanorma de f, (t) como:

I7,00=] 7,2 Onlo)as

Si para todo n se cumple que || £, (t)” =1, el sistema serd ortonormal.

Apuntes Pag. 45
Condiciones de Dirichlet:

Para que una funcion cualquiera pueda ser desarrollada por Series de Fourier, debe cumplir con
las siguientes condiciones, llamadas Condiciones de Dirichlet:

. f (t) debe ser absolutamente integrable sobre cualquier periodo, o sea que en €l no
debe tener discontinuidades infinitas:

LT> flt)dt <oo| = C, <o

2. f (t) debe tener un nimero finito de maximos y minimos en un periodo cualquiera

3. f (t) puede tener un nimero finito de saltos finitos en un periodo cualquiera
Apuntes Pag. 46
Serie Generalizada de Fourier:

Para poder representar matemdticamente cualquier fendmeno fisico que recibimos como sefial,
constamos de una herramienta llamada Serie de Fourier, que nos permite sintetizar la senal
recibida a partir de un conjunto de sefiales mds simples, dosificando con coeficientes la cantidad
de cada sefial simple que se va a aplicar.

La férmula mas general de la Serie de Fourier es:

Fi)=3.C.4,0)

SINTESIS

Donde C, son los Coeficientes de la Serie de Fouriery f, (t) son las funciones pertenecientes

a un conjunto de funciones mas sencillas.

La férmula para calcular los Coeficientes de la Serie de Fourier es:
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1 b
C,=———.| Fle)f,()wlt)dt
|7, ) L
ANALISIS

*/ Estudiar la demostracidén /*

Apuntes Pag. 45
Convergencia de las series de Fourier:

Las Series de Fourier que son de utilidad son las que convergen.

SF(t)— F(t)
S.F.(t)zw
2

Apuntes Pag. 47
Serie Trigonomeétrica de Fourier:

Un conjunto de funciones ortogonales son las funciones trigonométricas seno y coseno.

cos(n.w, .t)}m
n=0

Trabajaremos entonces con el conjunto § .
sin (n.a)o .t)
Luego de introducir las funciones en la Serie Generalizada de Fourier y de extraer el primer

término del seno, que da cero, obtenemos la expresion de sintesis de la Serie Trigonométrica
de Fourier:

F(1)=2+ [a, cos(na, 1) +b,.sin(n0,4)]

n=1

SINTESIS
NOTAR que la sumatoria comienzaen n =1.

Ahora necesitamos la formula de analisis. Si calculamos la norma al cuadrado de las funciones
trigonométricas, veremos que para todo n > 1, su valor es T X entonces reemplazamos en la

férmula general para los coeficientes y vemos que:

2
a, = e F(r) cos(n.a)0 1)dt

2 .
b, = T LT> F(t). sm(n.a)0 1)dt
ANALISIS
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Simetnas:

Si la seiial tiene simetria par, entonces:
b,=0 Vn

*/ Estudiar la demostracidn /*

Si la sefial tiene simetria impar, entonces:
a,=0 Vn

*/ Estudiar la demostracidén /*
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La sefial también puede tener simetria escondida (par o impar). Cuando tenemos éste
caso, debemos utilizar las propiedades anteriores, cuidando de afectar la férmula con las
operaciones necesarias para corregir la simetria escondida.

RECORDAR PARA DEMOSTRAR que la integral en un periodo de una sefial impar

toma el valor 0. Ademas recordar las reglas multiplicativas de par e impar.
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Forma Polar de la Serie de Fourier:

Partimos de la serie trigonométrica de Fourier, para llegar a:

F(t)z&+icn.cos(n.a)0.t—(pn)

n=1

SINTESIS
*/ Estudiar la demostracidn /*

b
C,=.\a’+b’ |y|p =arctan—

a

n

De donde a, y b, se calculan con la férmula de andlisis de la serie trigonométrica de Fourier.

Espectros de Lineas:

C, ?,
[ ]
[ 1 114%
w, 2w, 30, 40, QO w, 2w, 30, 1 w
Espectro de Amplitudes Espectro de Fases

Serie Exponencial de Fourier:

Vamos a resumir la expresion trigonométrica de la Serie de Fourier, en una expresion
exponencial compleja.

Flt)= 3.C, e

n=—o0

SINTESIS

*/ Estudiar la demostracidén /*

c, =|cle’” |C, =%4/anz +b’ @ =arctan b,
al‘l
C - a,—jb, c - a,+jb,
2 2
C =lj‘ F(t)e "' dt| C =l.[ F(t)e’" ™" dr
n T Jers ) ’ - T Jers ) ’
ANALISIS
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En éste caso los coeficientes son valores complejos, que dardn espectros de amplitud y de fase
con propiedades singulares:

C

n

P,

] 0 [ 1 [0 I I Im@

-4a), 3w, 20, -, o, 20, 30, 40, @ 4o l l J @ 20, 3@, l @
Espectro de Amplitudes Espectro de Fases
Simetria Par Simetria Impar

Las simetrias en los espectros son necesarias para que las partes imaginarias de los coeficientes
se cancelen, y se obtenga una sefial real.

Apuntes Pag. 54
Propiedades de la Serie de Fourier en T.C.:

1. Linealidad:
x(t) > a,
y(t) b,
z2(t)=Ax(t)+B.y(t) < Aa, + Bb,
*/ Estudiar la demostracidén /*
2. Desplazamiento:
x(t) > a,
x(t—1)) > a e
*/ Estudiar la demostracidén /*
3. Inversion:
x(t)  q,
x(—t)ea,
*/ Estudiar la demostracidén /*
4. Escalado:
x(t) o q, pero T —>T/ y @, = 0.0,
x(at) e a, a
*/ Estudiar la demostracidén /*
5. Multiplicacién y Convolucién:
x(t) & q,
y(t) b,
x(t).y(t) & a, *b,
x(t)*y(t) & a by
*/ Estudiar la demostracidén /*
6. Conjugacion y Simetria Conjugada:
x(t) & a, a, =a*

i x(¢ Real,
x*(t)Ha*_k y si x()es ea 0t =a,

-k

*/ Estudiar la demostracidén /*

U.T.N. F.R.M. -23 - Analisis de Sefales y Sistemas



Resumen A. de Sefales y Sistemas * Juan Pablo Colagrande Marti

7. Relacion de Parseval:
2 2
P x(t)‘ .dt—;|am|
*/ Estudiar la demostracidn /*

“La Potencia promedio en una sefial periddica es igual a la suma de las potencias
promedio en todas sus componentes arménicas”

TIEMPO DISCRETO

Apuntes Pag. 58

Serie de Fourier para sehales periodicas discretas:

Dada una sefial periddica discreta x[n] = x[n +N ] donde N es el periodo, la serie de Fourier
que sintetiza la sefial en base a exponenciales complejas es:

x[n]= Zak.ej'k"v SINTESIS
k

=<N>

donde k =0,1,....N —1 obien k =1,2,..., N, etc. Entonces, ésta sumatoria tiene N términos,

debido a que s6lo habran N exponenciales complejas diferentes.

j 2—”.}1
Zx[n}e o ANALISIS

1
a, =—
k
N n=<N>

La férmula de Sintesis es una suma finita de N términos y describe una secuencia periddica (y
por tanto infinita) de muestras en el tiempo. La representacion espectral en la frecuencia
también es un espectro de lineas, pero para el caso discreto es periddico.

Al ser una suma finita de N términos, la serie no necesitard ser truncada, y no aparecerd el

fendmeno de Gibbs (Problema en las discontinuidades de la Serie Continua de Fourier).
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Propiedades de la Serie Discreta de Fourier:

1. Multiplicacion:
x[n] “a;
y[n] © b,
x[nly[n]H Cp = zal'bk—l
I=<N>
*/ Estudiar la demostracidén /*
2. Primera diferencia:
2

n]-x[n-1]<a, | 1- ¢

*/ Estudiar la demostracidén /*

3. Relacion de Parseval:
1
LSl = T

n=<N> k=<N>
*/ Estudiar la demostracidén /*
“La Potencia promedio en una sefial periddica es igual a la suma de las potencias
promedio en todas sus componentes armonicas (tomando N componentes arménicas

consecutivas)”
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SISTEMAS L.T.l.

Series de Fourier y Sistemas L.T.I.:

Como ya vimos, si a un sistema L.T.I. le damos como perturbacion una sefial exponencial
compleja, nos devuelve como salida la misma sefial afectada por un coeficiente, que es la
respuesta en frecuencias del sistema.

La explicacidn de esto es que, al ser lineal, el sistema L.T.I. perturbado con una sefial periddica
(que es una combinacion lineal de exponenciales complejas) responderd con una combinacién
lineal de exponenciales complejas idénticas en frecuencia pero afectadas de la funcién del
sistema correspondiente a cada una de esas frecuencias. Entonces las entradas seran:

2.
. jk——n
x(t) = Zak.e"k‘”’“" y xn]= Zak.e N
k k=<N>
para tiempo continuo y tiempo discreto respectivamente. Consecuentemente, las respectivas
salidas son:
k2R jaEE
y(t)= Zak H(jkaw,)e™ ™ y y[n]= z a, Hle VN |le N
k k=<N>
Cabe sefialar que los coeficientes de la funcién del sistema afectan a cada componente en
amplitud y en fase, pues son complejos.
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Transformada de Fourier

TIEMPO CONTINUO

Transformada de Fourier en Tiempo Continuo:

Sea x (t) una sefal aperiddica continua de Energia Finita, entonces la Transformada de

Fourier de la sefial es:

X(jo)= Ijox(t).e_"'w".dt

*/ Estudiar la demostracidén /*
Y la Antitransformada:

1 * . ..t
x(t) :E.J‘_wX (jo).e” " dw

*/ Estudiar la demostracidén /*

X (jo) :‘X (]a))‘ &)
De la expresion anterior obtenemos los espectros, que seguirdn teniendo las anteriores simetrias

par e impar, pero como ahora las distancias Aw — d@ , las lineas espectrales se juntan,
produciendo espectros continuos.

X (j) oljo)

L

Espectro de Amplitudes Espectro de Fases

Simetria Par Simetria Impar
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U.T.N. F.R.M. - 25 - Analisis de Sefales y Sistemas



Resumen A. de Sefales y Sistemas * Juan Pablo Colagrande Marti

Condiciones de Convergencia de la Transformada de Fourier:

Para que exista la transformada de Fourier de una cierta sefial x(t), se debe cumplir que:

1. x(t) debe ser absolutamente integrable, o sea:

J'_Z|x(t)|.dt < oo

2. x(t) debe tener un nimero finito de maximos y minimos en cualquier intervalo finito.

3. x(t) debe tener un nimero finito (incluso cero) de discontinuidades finitas en cualquier

intervalo finito.
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Transformada de Fourier para senales periodicas:

X(jo)= > 274, 80—k,
k=—o0
*/ Estudiar la demostracidn /*

x(t) = i a, e’

k=—oc0
*/ Estudiar la demostracidn /*

donde los a, son los coeficientes de la Serie de Fourier que representa a dicha sefial.

La transformada de Fourier de una sefial peridica es un tren de impulsos en la frecuencia
espaciados A@w = @, , y con peso (drea) 2.7.a,
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Propiedades de la Transformada de Fourier:

1. Linealidad:
x(t) < X (jo)
y(t)eY(jo)
Ax(t)+ By (1) & AX (jo)+ BY (jo)
*/ Estudiar la demostracidén /*
2. Desplazamiento:
x(t) e X (jo)
x(t—1,) e X (jow).e
*/ Estudiar la demostracidén /*
3. Conjugacion y Simetria Conjugada:
x(1) & X (jo) X (jo)=|X (-jo)|
y ol entonces . .
x*(1) & X *(-jw) 9(jo)=-9(-jo)
*/ Estudiar la demostracidn /*
Relacion de simetrias:

Si x(t) es una funcion par, entonces X ( J a)) es netamente real.

—j.@.

(Simetrias de Espectros)

Si x(t) es una funcién impar, entonces X ( j a)) es imaginaria pura.
*/ Estudiar la demostracidén /*
4. Diferenciacion e integracion:
X (1) o joX(jo)

*/ Estudiar la demostracidén /*
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L, x(r)dr & ]iwx (j.w)+7.X(0)5(w)

*/ Estudiar la demostracidén /*
5. Escalado de tiempo y frecuencia:

1 .0
x(a.t)H—.X Ry
N
*/ Estudiar la demostracidn /*
4. Relacion de Parseval:

o 1 e
[0t =—— [ |x () o

*/ Estudiar la demostracién /*
“La Energia puede calcularse integrando por todo el tiempo o por toda la frecuencia”
6. Teorema de convolucion:

Si y(t) = x(t)*h(t) , entonces Y(ja)) =X (ja)).H(ja)), siendo H(]a)) la
respuesta en frecuencias del sistema, que justamente es la transformada de la respuesta

impulsiva del sistema.
*/ Estudiar la demostracidn /*

x(1) & X (jo)
y(1) Y (jo)

x(t).y(t)HﬁX(ja))*Y(ja))

*/ Estudiar la demostracidn /*

7. Multiplicacion:

>
—
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Sistemas Lineales de Tiempo Continuo:

Los sistemas lineales de tiempo continuo estdn caracterizados por ecuaciones diferenciales
lineales de la forma:

Nooodfy(e) & atx)
Zak. " —l;bk

=0 d 0 L odrt

Si transformamos Fourier a ambos miembros y reagrupamos, podemos obtener la Funcién de
Transferencia del Sistema ( H ( Jj a))), que caracteriza al mismo.

b (jo)

ay (]a))k
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Sistemas L.T.l. Continuos de Primer Orden:

La ecuacién diferencial que modela éstos sistemas es:

7.y (6)+ y(t) = x(t)
siendo 7 un pardmetro llamado constante de tiempo del sistema

La respuesta en frecuencias de estos sistemas, y su respectiva respuesta impulsiva, son:
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H jw):ﬁ y h(t):%.e_/f.u(t)

*/ Estudiar las demostraciones /*

Apuntes Pag. 96
Sistemas L.T.l. Continuos de Segundo Orden:

La ecuacion diferencial que modela éstos sistemas es:

V(1) +24m,.50)+ @, y(t)= 0, x(r)

siendo & y @, pardmetros llamados razén de amortiguamiento y frecuencia angular de

resonancia, respectivamente.

La respuesta en frecuencias de estos sistemas es:

2

)
H(jw)= -
(@) 0’ -0+ j2E00,

*/ Estudiar las demostraciones /*

La respuesta impulsiva del sistema depende del valor de & .
*/ Estudiar cada caso /*

TIEMPO DISCRETO
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Transformada de Fourier en Tiempo Discreto:

Sea x[n] una sefial aperiddica discreta de Energia Finita, entonces la Transformada de
Fourier de la sefial es:

X (ej“” ) = i x[nle_f‘“"”

n=—oo

*/ Estudiar la demostracidén /*
Y la Antitransformada:

x[n]zi IX(ef'“’).e_j'“"" dw
Y LLr>
*/ Estudiar la demostracidn /*
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Relacion con una sefal periddica:

La Transformada de Fourier de una sefal aperiddica discreta es proporcional a la
envolvente de los coeficientes a, de la Serie de Fourier de la sefal periddica asociada.

Puede entenderse entonces que los coeficientes a, son muestras de X (e’ 'w) en

1
@ = k., a menos del factor — .
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Convergencia:

Para que la transformada de Fourier exista, la sefial debe tener energia finita, lo que significa
que:
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Zk:|x[k]2 < oo

*/ Estudiar la demostracidn /*
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Transformada de Fourier para senales periodicas discretas:

La Transformada de Fourier para sefales periddicas no es obtenible con funciones matematicas
elementales, debido a lo sefialado en el punto anterior. Pero podemos salvar éste inconveniente
con el uso de funciones impulsivas. Asi:

e’ " 2.7, ié‘(w— @, —2.7x.m)

m=—oo

*/ Estudiar la demostracidn /*

2.
. . . jk———n
Ahora tomemos una sefial periédica dada por su Serie de Fourier: x[n] = z a.e "V

k=<N>
Transformamos y obtenemos:

X(e”"): i z 2.7Z.ak.5[a)—k.2'77[—2.7[.mj

m=—co k=<N>

*/ Estudiar la demostracidn /*

Infinitas réplicas de un grupo de N impulsos de dreas 2.7.a, separadas cada 2.7 rad

2.ra,

2.7ma,
A 2ray_ 4

;2'7['% 2ray_ A 2ray_

2.7.a .. 2.7.a, .. 2.7a,
1 f f

2z l 0 l l 21 O

2.ra, 2.ra, 2.ra,
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Propiedades:

1. Periodicidad:
X(eja)): X(ej(a)+2.k.ﬂ))
*/ Estudiar la demostracidn /*
2. Linealidad:

xn] & X(e*i“’)
yin] e v(e)
Ax[n]+ B.y[n] & A.X(e*i“’ )+ B.Y(ej“’)
*/ Estudiar la demostracidén /*
3. Desplazamiento en tiempo y en frecuencia:

xn] X(e*i“’)
x[n —no]e e /0 .X(ej"’)
ej-wo-”.x[n] VRN X(e,i(W—wo))
*x/ Estudiar la demostracidén /*

U.T.N. F.R.M. -29 - Analisis de Sefales y Sistemas



Resumen A. de Sefales y Sistemas * Juan Pablo Colagrande Marti

4. Conjugacion y Simetria Conjugada:
jo jo —jo
x[n]H X(e ) entonces ‘X(e‘ 1 ‘X 1 (Simetrias de Espectros)
x#n] e X () ole’)=-ple”)
*/ Estudiar la demostracidn /*
Relacion de simetrias:

Si x[n] es una funcién par, entonces X (e’ “’) es netamente real.

Si x[n] es una funcién impar, entonces X (e’ “’) es imaginaria pura.
*/ Estudiar la demostracidén /*
5. Diferenciacion y acumulacién:

xn]-xn-1]- (1 - e‘*i"")X(ej'“’)

*/ Estudiar la demostracidén /*

Zx[k]H ( )+7zX( 10)25(0 2.k.7)
k=—oo k=—oo
*/ Estudlar la demostracidén /*
6. Inversion en tiempo:
x-n]e X(e‘j“’)
*/ Estudiar la demostracidén /*
5. Diferenciacion en frecuencia:
dX(e‘j“’)
dw
*/ Estudiar la demostracidén /*
6. Relacion de Parseval:
> Jaln]” =

= 27-[ 27>
*/ Estudiar la demostracidén /*

nx[n] “ .

X(e‘iwlz.da)

7. Convolucion:
Si y[n]= x[n]* h[n], entonces Y(e*j“’ ) = X(e*j“’ )H (ej“’), siendo H(e*i"’) la respuesta
en frecuencias del sistema, que justamente es la transformada de la respuesta impulsiva
del sistema.
*/ Estudiar la demostracién /*
8. Multiplicacion:
xn] & X(e*i'“’)
vl vler)

dablrl o 5 x(er)vle)

*/ Estudiar la demostracidén /*
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Sistemas L.T.l. Discretos:

Los sistemas lineales de tiempo discretos estdn caracterizados por ecuaciones en diferencias
lineales de la forma:

gak.y[n—k]= ébk .x[n—k]

Si transformamos Fourier a ambos miembros y reagrupamos, podemos obtener la Funcién de
Transferencia del Sistema ( H (e @ )), que caracteriza al mismo.
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Apuntes Pag. 93
Sistemas L.T.l. Discretos de Primer Orden:

La ecuacién en diferencias que modela estos sistemas es:

ylnl-a.yln—1]=aln]

El pardmetro a juega un papel similar al de la constante de tiempo en T.C.

La respuesta en frecuencias de estos sistemas, y la respectiva respuesta impulsiva, son:

1

H(e""”): " — ¥ h[n]=a" uln] con |a| <1
— e

*/ Estudiar las demostraciones /*
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Sistemas L.T.l. Discretos de Segundo Orden:

La ecuacion en diferencias que modela estos sistemas es:

yln]-2.r.cos0.y[n 1]+ r*y[n — 2] = x[n]
Donde 7 y @ son pardmetros caracteristicos del sistema. r controla la velocidad de
respuesta, y @ tiene directa relacion con el comportamiento oscilatorio.

La respuesta en frecuencias de estos sistemas, y la respectiva respuesta impulsiva, son:

r

Hle?) = _ ' il = sinlo(n+1
(e ) 1-2.r.cos@.e’® +r*e/*? y ] sin @ sin{6.(n + 1)}uln]
*/ Estudiar las demostraciones /*
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Muestreo

Muestreo: Discretizacion de Senales:

Para discretizar una sefial continua, s6lo nos basta multiplicarla por un tren de impulsos
periddicos, lo que nos deja sé6lo los valores de la sefial que estdn ubicados en el lugar exacto de

cada impulso.
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Teorema del Muestreo:

Sea x(t) una sefial de banda limitada, es decir, si la transformamos X ( J a)) =0 v|a)| >, ,

entonces x(t) se determina univocamente mediante sus muestras x(n.At) si

s 22.0,
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2 .
donde @, = I es la frecuencia de muestreo. La sefial puede recuperarse exactamente desde
!

sus muestras con un adecuado filtro pasabajos con frecuencia de corte mayor que @,, .
*/ Estudiar la demostracién /*

La interpretacion es la siguiente: Si nosotros muestreamos una sefial, su transformada de Fourier
tendr4 el mismo espectro que la sefial continua original, pero serd periddico en la frecuencia de
muestreo. Entonces, para poder recuperar la sefial original, no querriamos que los espectros se
superpusieran, deformando el espectro esperado. Graficamente:

Sefial Original Continua Espectro Original

Sefial Muestreada Correctamente 20, Espectro Correcto Y
| “ M MNLAMN
[l e, ! !
1 l t — Wy -, @, (23 w

At

\ 4
A

Sefial Muestreada Incorrectamente Espectro Solapado
| ]
1 . / I x x I \
1 — @y
t @
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Aliasing:

Cuando la frecuencia de muestreo es menor que dos veces la frecuencia maxima, se produce un
solapamiento de los espectros llamado aliasing, lo que hace que la sefial original sea
irrecuperable.

Para evitar esto, antes de muestrear la sefal se utilizan filtros anti-aliasing (F.A.A.), que
eliminan las frecuencias de la sefial que no queremos (ruido), y que se puede solapar en el
proceso de muestreo.

En la préctica conviene que la frecuencia de muestreo sea mayor o igual que por lo menos 2,6
veces la frecuencia maxima de la sefial, debido a que no existen filtros pasa bajos ideales,

entonces debemos dejar un margen de error.
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Muestreo en la frecuencia:

Como es mds facil procesar una sefal en el dominio de la frecuencia, pero la computadora
maneja nimeros, mds que funciones continuas, debemos muestrear en la frecuencia. El
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problema es ;Cudntas muestras de X (e / w) deberemos tomar para no alterar x[n.At] ?
Buscamos entonces discretizar correctamente la Transformada de Fourier de una sefal de
longitud finita de N muestras.

La variable @ pasard a ser una variable discreta:

W= m2—ﬂ con m=0,1,2,...M —1
M

donde M serd la cantidad de muestras en la frecuencia.

X(m) = X(ejim.?””j

El par de transformada y antitransformada discreta de Fourier serdn:

Entonces X (e’ ‘”) pasard a ser ahora:

1 M-l ]mz—” j.m.z—”.n
x[n]z—ZX(e M }e M tcon n=<N >
M m=0
y
j.m.z—” —j.m.z—”.k
X(e sz Zx[kle M
k=<N>

|Y para que la sefial esté bien muestreada, sélo basta que M > N
*/ Estudiar la demostracidén /*
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Transformada de Laplace

Transformada de Laplace, condiciones de convergencia:

Dada una sefial continua x(t), su transformada de Laplace (unilateral) es:

X(p)= j:x(t).e_”'r dt|para p>«

si se cumplen las siguientes condiciones:
1. x(t) es seccionalmente continua, es decir, tiene un numero finito de discontinuidades
finitas.
2. x(t) es de “Orden Exponencial”, es decir, que para algin niimero ¢ se cumple que:

li_)rpm(e_”” .|x(t)|)= 0

La zona de existencia de la transformada de Laplace se representa en el plano complejo, debido
aque p =0+ j.w (frecuencia compleja), en el semiplano derecho partiendo desde el eje

o=v.
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j.@ ;

¥

! Zona de

: > ex1ster(101)a

! de X(p

I

¥

I

I

(44 o
Apuntes Pag. 121
Transformada Inversa de Laplace:
La férmula de la transformada inversa de Laplace es:
1 petje ;
Ae)=——]  X(p)e".dp
2. ] Y

donde ¢ pertenece al lugar donde existe X ( p)

Pero ésta férmula generalmente no se usa, sino que lo que se hace es separar la transformada en
fracciones simples y usar las tablas de transformadas, junto con las propiedades, para hallar las
antitransformadas.

Apuntes Pag. 132

Propiedades:

1. Linealidad:
x(t) & X (p)
y(t) & Y(p)
Ax(t)+ B.y(t) & AX(p)+BY(p)

*/ Estudiar la demostracidén /*
2. Desplazamiento en tiempo y en frecuencia:

x(r) < X (p)
x(t—a) e . X(p)
e x(t) e X(p—a)

*/ Estudiar la demostracidn /*
3. Escalado:

x(r) & X (p)

rar) & l.x(ﬁj

a a
*/ Estudiar la demostracidén /*
4. Derivadas en tiempo y en frecuencia:

x(t) & X (p)
) pX(p)-+(0)
(1) & p*.X(p)- p.x(0)- x(0)
(@) p" X (p)- p" x(0)=- p 2 x(0)=---— x"(0)
*/ Estudiar la demostracidén /*

X(p) & x(t)
X" (p)es (1) 2" x(r)

*/ Estudiar la demostracidén /*
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Integrales:
x(t) & X (p)

[} (0t > xp)

*x/ Estudiar la demostracidén /*
5. Convolucion:
Si y(r) = x(¢)*h(r), entonces Y(p)= X (p).H(p), siendo H(p) la funcién de
transferencia del sistema.
*/ Estudiar la demostracidn /*
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Solucion de Ecuaciones Diferenciales:

Cuando tenemos un sistema L.T.I. representado por una ecuacion diferencial, podemos obtener
su respuesta en frecuencias, su respuesta impulsiva o su respuesta a la perturbacién que se le ha
puesto utilizando la transformada de Laplace. Para ello, transformamos ambos miembros de la
ecuacion, utilizando la propiedad de derivacidon. Luego despejamos la transformada que
queremos obtener. En el otro miembro nos quedara una funcién racional de p , que podemos

descomponer en fracciones simples, y utilizar una tabla de transformadas de funciones simples
para llegar a la funcién buscada en el dominio del tiempo.

Para descomponer en fracciones simples, recordar que (ejemplo):

Q(t) = k, " k, 4 ks
(t_tl)'(t_tZ) (t_tl) (t_tz) (t_tz)
y que:
k, = L)z => Polo simple
(p=-p.)|,_,
k,= M => Polo mdltiple, residuo de su multiplicidad
(P - p1)

P=p>

=> Polo midltiple, residuo en multiplicidad menor

po L d® [ g(p)
e-0tap I (p-p, )
P=pP2
(se comienza a derivar aumentando el orden mientras decrece la multiplicidad del residuo)
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Teorema del Valor Inicial:

Sea X ( p) la transformada de Laplace de x(t), entonces:

tim X (p)= (0

*/ Estudiar la demostracidén /*
Este teorema es de utilidad para conocer el régimen transitorio de una sefial (comportamiento
inicial).
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Teorema del Valor Final:

Sea X ( p) la transformada de Laplace de x(t), entonces:

lim p.X (p) = x(>)

*/ Estudiar la demostracidén /*
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Este teorema es de utilidad para conocer el régimen permanente de una sefial (comportamiento
al que tiende después de un tiempo).
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Tabla de Transformadas de Laplace:

Funcioén: x(t) Transformada: X ( p)
o) 1
ult) 1
P
tu(r) 1
p2
1" u(r) n!
e ult) 1
pta
te “ulr) 1
(p+a)
" e ult) n!
(p + a,)n+1
cos(B.t)ulr) p
p’+p
t.cos(B1)ulr) p> =B
(p*+8°)
sin(B.1)u(r) B
p’+p
r.sin( B )u(r) 2.p.3
(p>+8°)
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Transformada Bilateral de Laplace:

Hasta ahora hemos visto la transformada unilateral de Laplace. Ahora presentaremos su
expresién mas general:

X,(p)= f; x(t)e™" dt

Podemos ver que la transformada de Fourier es un caso particular de la transformada bilateral de
Laplace (p =0+ j.w con o =0), con region de existencia en el eje ja@ . De ello se
desprende que si existe la transformada de Fourier, existe la de Laplace, pero la reciproca no
siempre se cumple, porque la zona de convergencia puede no contener al eje j@ .
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Causalidad y Estabilidad:

Si una sefial es causal, es una funcién “derecha” y su Regién de Convergencia es un semiplano
derecho, a partirde 0 =« .
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Si un sistema es estable, h(t) tiene una H ( p) que converge en una region que contiene al eje
j@. Vale decir, existe la transformada de Fourier de la respuesta impulsiva del sistema.

*/ Estudiar la demostracidén /*
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Transformada 7

Transformada Z:

Dada una sefial discreta x[n], su Transformada Z es:

=

X(z)= Y aln}z

n=—oo
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Transformada Z Inversa:

La transformada Z inversa de una sefial es:

1 net
x[n] = 2—7”§C X(z)z"" dz

*/ Estudiar la demostracidn /*
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Relacion con la transformada de Fourier:

Si el modulo de z es unitario (z =r.e o ), entonces la formula de la transformada Z se
convierte en la expresion de la transformada de Fourier para sefiales discretas, que es la
transformada Z de una sefial, evaluada sobre la circunferencia unitaria.

De aqui se puede desprender que siempre que existe transformada de Fourier, existe la
transformada Z de esa sefial, pero la reciproca no siempre se cumple, pues la regioén de

convergencia puede no contener a la circunferencia de radio unitario.
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Relacion con la transformada de Laplace:

Si muestreamos una sefial continua y le aplicamos la transformada de Laplace, obtenemos la
siguiente expresion:

o

X, (p)= Z x(nT)e™" "

n=—oo

. T.
si tomamos z =e¢ ", obtenemos:

o

X,(p)= 2 alnT)z™ = X ()

n=—oo

Entonces la transformada Z puede verse como la transformada de Laplace de la sefial

muestreada con el cambio 7z = el
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Causalidad y Estabilidad:

Cuando x[n] es causal, su X (z) converge hacia fuera de un circulo de radio |a| y cuando x[n]

es no causal, su X (z) converge hacia adentro de una circunferencia de radio |a| .
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Una o més sefiales distintas pueden tener la misma transformada Z, pero distinta regiéon de
convergencia. Por eso es importante especificarla cuando se determina la transformada de una
sefial.

Para que un sistema sea estable, la region de convergencia debe contener a la circunferencia de
radio unitario, esto es: debe existir la transformada de Fourier de la respuesta impulsiva del
sistema.

*/ Estudiar la demostracidén /*
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Propiedades:

1. Convergencias:
Cuando x[n] es de duracién finita, la transformada Z converge en todo el plano,
excepto tal vezen z=0 y/o z=o0
Si x[n] es bilateral, X (z) converge en un anillo.
2. Linealidad:
x[n] X (z)

ynle ¥(2)
Ax[n]+B.y[n] < AX(z)+BY(2)
*/ Estudiar la demostracidn /*
3. Desplazamiento en el tiempo:
x[n] > X(z)
x[n—n0]<—> 27" .X(z)
*x/ Estudiar la demostracidén /*

4. Inversion en el tiempo:
x[n] < X(z)

x[— n] H X(lj
Z
*/ Estudiar la demostracidén /*
5. Conjugacion:
x[n] < X(z)
x*[n] e X #(z*)
*/ Estudiar la demostracidén /*
6. Convoluciéon y Multiplicacion:
Si y[n] = x[n]* h[n], entonces Y (z)= X (z).H(z), siendo H(z) la funcién de
transferencia del sistema.
*/ Estudiar la demostracidén /*

Si y[n] = x[n}h[n] entonces Y(z)= é.X (z)*H(z)

*/ Estudiar la demostracidén /*
7. Diferenciacion en Z:

x[n] “ X(z)
dX (z)
nxln] o -z i’

*/ Estudiar la demostracidén /*
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8. Escalado en Z:
x[n] X (z)

Z
a"xln] e x| =
a
*/ Estudiar la demostracidén /*
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Teorema del desplazamiento temporal:

Cuando queremos operar con sefiales o sistemas causales, la transformada Z se
convierte en unilateral ( X, (z)), comenzando la suma en 0. Cuando desplazamos una

sefial no causal en n, >0 unidades de muestreo se tiene:

ny—1
dntngles 20X, (2) -2 S afmle

m=0

x[n —nO]H 77X, (z)+z ™ Z)c[mlz_m

m=—ny

Viendo esto graficamente:

-

Ll

Muestras que salieron
(efecto que hay que restar)

Muestras que entraron
(efecto que hay que sumar)
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Solucion de Ecuaciones en Diferencias:

Cuando tenemos un sistema L.T.I. representado por una ecuacion en diferencias, podemos
obtener su respuesta en frecuencias, su respuesta impulsiva o su respuesta a la perturbacién que
se le ha puesto utilizando la transformada Z. Para ello, transformamos ambos miembros de la
ecuacion, utilizando la propiedad de desplazamiento. Luego despejamos la transformada que
queremos obtener. En el otro miembro nos quedard una funcién racional de z, que podemos
descomponer en fracciones simples, y utilizar una tabla de transformadas de funciones simples
para llegar a la funcién buscada en el dominio de 7 .

U.T.N. F.R.M. -39 - Analisis de Sefales y Sistemas



Resumen A. de Sefales y Sistemas * Juan Pablo Colagrande Marti

Para descomponer en fracciones simples es el mismo método que para las transformadas de
Laplace, s6lo que en algunos casos, la transformada Z requiere que se divida por z la expresiéon
antes de descomponer y luego se multiplique por z al final, para lograr obtener mas facilmente
las antitransformadas desde las tablas.
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Teorema del Valor Inicial:

Sea X (z) la transformada Z de x[n] (una secuencia causal), entonces:

Ei_rgX(z) = x[0]

*/ Estudiar la demostracién /*
Este teorema es de utilidad para conocer el régimen transitorio de una sefial (comportamiento
inicial).

Apuntes Pag. 164
Teorema del Valor Final:

Sea X (z) la transformada Z de x[n] (una secuencia causal), entonces:

lim(1 -2 )X (2) = o]

*/ Estudiar la demostracidén /*
Este teorema es de utilidad para conocer el régimen permanente de una sefial (comportamiento
al que tiende después de un tiempo).
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Tabla de Transformadas Z:

Funcién: x[n] Transformada: X (z) Radio de Convergencia
5[11] 1 todo z
u[n] z |z| >1
z—1
o' uln] 2 |Z| > |a|
-«
nu[n] Z |z| >1
(z—1)°
no" uln] o |2 >|of
(z—a)
cos(n.Q)uln] 7’ —z.cosQ |2[>1
72> —2.z.cosQ+1
sin (7.Q)u[n] Z.sin Q | z| >1
72> —2.z.cosQ+1
" .cos(n.Q)uln] 7’ —a.z.cos Q |2 > |
2 —2.a.z.cosQ+a’
a” .sin(n.Q).u[n] @.z.sin |z| > |af|
2" —2az.cosQ+a’
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Aplicaciones

MODULACION

Modulacion:

En comunicaciones es imprescindible valerse de la propiedad de traslacién en frecuencia,
debido a que es deseable trasladar el espectro de una sefal y centrarlo en una frecuencia
determinada para, por ejemplo, disminuir costos en antenas. Para ello nos valemos de la
propiedad de multiplicacién.

Multiplicaremos nuestra sefal x(t) por una sefial x, (t) = Cos((oC .t), donde @, se llama

“frecuencia portadora”, y es la frecuencia donde centraremos el espectro de la sefial. Este
producto lo hacemos para obtener:

Vo) = [X(@+ o)+ X(0-0,)

*/ Estudiar la demostracidn /*

lo que significa que, graficamente:

Y(w) Espectro de la sefial original
A (Y

1 C T ) 1
~—X(w+ a))/"\ N ~—X(w-w.)
2 ! v 2

I d \ |

I I @

- w(‘ a)(,
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FILTRADO DE SENALES

Definiciones de Filtro:

Definicién 1:
El filtro es todo sistema que procesa una sefial, separando la parte esencial o util de otras
componentes no deseadas.

Definicién 2:
Un filtro es un sistema que modifica en alguna medida el espectro de amplitud y/o el de fase de
una sefal de entrada.
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Clasificacion:

Existen tanto en tiempo continuo como en tiempo discreto, cuatro tipos fundamentales de
filtros:
1. Pasa bajos
2. Pasa altos
3. Pasa banda
4. Corta banda
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Respuesta en frecuencia de los filtros selectivos ideales:

Filtro Tiempo Continuo Tiempo Discreto
Pasa H(iw Hle®
bajos | (] )| ‘ (e 1
1
1
1 [T [
1
0 . w -, 0 , 27 W
Pasa Hliw Hle®
altos | (] )| ‘ (e 1
1
i
1 : |
1
0 o, w ~o, 0l o 2 W
Pasa Hliw Hle
banda | (] )| ( 1
1 .
I
LT (1A
1
0" w, @, @ Ole, 0, 21 @
Corta H(iw Hle®
banda | (] )| ( 1
T —_—
I
1 :
1
0 @, @,, w 0l o, o, 2z w
En tiempo discreto los espectros de los
filtros son periédicos cada 27

Estas caracteristicas son las de filtros ideales, pero no son realizables fisicamente.
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Filtros Analogicos:

Filtro de Butterworth:

Su magnitud de respuesta en frecuencia tiene la forma:

o) = g

donde N es el orden del filtroy @. =1. Conforme aumenta el orden, el filtro de
Butterworth se aproxima mejor al pasa bajos ideal.
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[ (je)

La funcién de sistema del filtro estd relacionada con los polinomios de Butterworth
P, (s) de la siguiente manera:

1
H(s)=
Py (S )
Como el corte entre la banda de paso y la eliminada no es neto, hay una banda de
transicion:
| H( ]a))| Banda de transicién

1+6,

—

]

1-9

Para adaptar a cualquier caso particular las férmulas, basta con reemplazar s por

slo,.
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Filtro de Chebyshev:

La expresion matemadtica caracteristica es:

2 1

HUe) =1 )

donde € es la tolerancia en la banda de pasoy C, (a)) son los polinomios de

Chebyshev de orden N .
Tiene la forma:
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La ventaja principal frente al filtro de Butterworth es que la banda de transicién es mas
estrecha, pero la desventaja es que tiene rizos en la banda de paso, cosa que no es
siempre deseable.

Apuntes Pag. 178

Filtros Digitales:

Se pueden clasificar como Filtros de Respuesta Impulsiva Infinita (I.I.R.) o de Respuesta
Impulsiva Finita (F.ILR.), de los que los tltimos no tienen contrapartida en el dominio analégico.
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Técnicas de Disefno para filtros I.l.R.:

Filtros

a) Diseno por invarianza al impulso:

Consiste en utilizar las técnicas de disefio analdgicas, y luego muestrear la
respuesta impulsiva del filtro para adaptarla al caso digital. Utiliza tablas de
equivalencia entre transformada de Laplace y transformada Z para el caso de la
funcién del sistema. La desventaja es que produce aliasing, lo cual no se

soluciona aumentando la frecuencia de muestreo.
Apuntes Pag. 182

b) Diseno por transformacion Bilineal:

Se propone una transformacién para el dominio z en un dominio s . La
mencionada transformacion es:

21-z7"" 1+(T/2)s
S =— Jloz=—
Tl+z 1-(1/2).s
Y puede obtenerse una relacion entre la frecuencia en radianes y la de radianes

por segundo, la que es:
o)
o =—tan| —
T 2

Se utilizan los mismos procedimientos analdgicos y se transforma con las
férmulas al caso discreto.

Apuntes Pag. 183
Digitales F.I.R.:

Un filtro F.LR. de longitud de N muestras para h[n] tendra fase lineal si verifica la

simetria:

h[n]=h[N —1-n]

Apuntes Pag. 184
Ventanas:

Las ventanas sirven para truncar los espectros de los filtros, para que se vuelvan

causales y de longitud finita.
Apuntes Pag. 185

Procedimiento de Diseno de Filtros F.I.R. (Fase Lineal):

1. De los datos de H (Q) podemos antitransformar y hallar h[n]

2. Se multiplica h[n] por la funcién de ventana elegida.

3. Se obtiene la funcién filtro H (z) transformando dicho producto.
4

Desplazar la H (z) para hacerla causal, multiplicando por z ”, con p

numero de intervalos a desplazar hacia la derecha.
Apuntes Pag. 185

U.T.N. F.R.M.
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