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ANÁLISIS DE SEÑALES Y SISTEMASANÁLISIS DE SEÑALES Y SISTEMASANÁLISIS DE SEÑALES Y SISTEMASANÁLISIS DE SEÑALES Y SISTEMAS    
 

PRIMERA PARTE: ANÁLISIS DE VARIABLE COMPLEJA 
 

FUNCIONES DE UNA VARIABLE COMPLEJA 
 
Números complejos y función de variable compleja: 
 

( ) jvuzfw +==  

jyxz +=  ⇒  ( ) ( )yxjvyxuw ,, +=  
 
Forma polar: 
 

( )θθρθρθρ sincossincos jzjz +=⇒+=  

Identidad de Euler: θθθ jej =+ sincos  
θρ jez .=  

 
Curvas y regiones en el plano: 
 

ρ≤− 0zz  

 
 
Funciones de variable compleja: 

Raíz enésima: 
 


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











 +
+






 +
=
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k
j
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k
z nn πθπθ

ρ
2

sin
2

cos.  para ( ){ }1,...,2,1,0 −∈ nk  
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Exponencial: 
 

( )θθ sincos.. jeeeee xjyxjyxz ±=== ±±  
Complementos V.C. Pág. 22 

Trigonométricas e Hiperbólicas: 
 

1sincos 22 =+ zz  
 

z  
0z  

ρ  

x  

jy  
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( )jzjz
eez

−+=
2

1
cos  

( ) ( ) ( ) ( )yxjyxz sinh.sincosh.coscos −=  

 

( )jzjz ee
j

z −−=
2

1
sin  

( ) ( ) ( ) ( )yxjyxz sinh.coscosh.sinsin +=  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )212121 sin.sincos.coscos zzzzzz m=±  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )212121 sin.coscos.sinsin zzzzzz ±=±  

 

( )zz
eez

−+=
2

1
cosh  

( )jzz coscosh =  

 

( )zz
eez

−−=
2

1
sinh  

( )jzjz sinsinh =  
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Logarítmicas: 
 

azz
ea

ln.=  
 

θρ jz += lnln  
Complementos V.C. Pág. 24 

Límite: 
 

( ) ( ) ( ) δεεδε <−<−>∃⇒>∀⇔=∃
→

0 quehacer  de con tal 00lim
0

zzlzflzf
zz
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Continuidad: 
 

Si ( ) ( ) ( ) ⇒=∧=∃∧∃
→

lzflzfzf
zz

00
0

lim  ( )zf  es contínua en 0z  

Complementos V.C. Pág. 12 

0z  δ  

x  

jy  

l  
ε  

u  

jv  



 
Resumen A. de Señales y Sistemas  Juan Pablo Colagrande Martí 

 

U.T.N. F.R.M. - 3 - Análisis de Señales y Sistemas 

Derivada: 
 

( ) ( ) ( )
z

zfzzf

dz

zdf

z ∆

−∆+
=

→∆ 0
lim  

Si el límite existe, o sea, si la función es derivable 
 
La derivada de una función compleja, cumple las propiedades de la derivada de una función 
real, por ejemplo la derivada de una suma o de un producto, etc. 

Complementos V.C. Pág. 12 

Ecuaciones de Cauchy-Riemann: 
 
Si ( )zf  es derivable, entonces cumple las siguientes condiciones: 










∂

∂
−=

∂

∂
∂

∂
=

∂

∂

y

u

x

v

y

v

x

u

 

*/ Estudiar la demostración /* 
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Y en forma polar: 









∂

∂
−=

∂

∂
∂

∂
=

∂

∂

θ

θ
u
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v
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u

1

1

 

*/ Estudiar la demostración /* 
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Función analítica: 
 
Una función es analítica en una cierta región si está definida y es derivable en dicha región. 
Siempre se cumple que: 
 

( )










∂

∂
−=

∂

∂
∂

∂
=

∂

∂

⇔

y

u

x

v

y

v

x

u

zf analítica es  

*/ Estudiar la demostración /* 
Complementos V.C. Pág. 15 

Ecuación de Laplace: 
 

02 =∇ u  

Si armónica es 0
2

2

2

2

u
y

u

x

u
⇒=

∂

∂
+

∂

∂
  

 
Teorema: “Las funciones analíticas son armónicas” 

*/ Estudiar la demostración /* 
Complementos V.C. Pág. 18 

Teorema de las curvas de nivel: 
 
Si ( )zf  es una función analítica, siendo ( ) jvuzf +=  y ( ) ctte, =yxu  y ( ) ctte, =yxv , 
entonces: 
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vu  de nivel de curvas de nivel de curvas ⊥  
*/ Estudiar la demostración /* 

 
Integral de línea en el plano complejo: 
 

Sea ( )




≤≤
=

=
bta

yyy

txx
C

)(

)(
:  una curva en el plano complejo, en la cual )(tx  e )(ty  son 

funciones derivables, siendo )(.)()( tyjtxtz += . 
 
Sea )(zfw = , acotada y definida dentro de C , entonces: 
 

[ ]∫∫ ′=
b

aC
dtztzfdzzf ..)().(  

*/ Estudiar la demostración /* 
Complementos V.C. Pág. 26 

Teorema de Cauchy para funciones analíticas: 
 
Sea )(zf  una función analítica en una región R , cuyo borde es una curva C  cerrada y 
simple, entonces: 
 

0).( =∫C dzzf  

*/ Estudiar la demostración /* 
 

O sea: 0).( analítica es )( Si =
⇐/
⇒ ∫C dzzfzf  

Complementos V.C. Pág. 32 

Fórmula de la Integral de Cauchy: 
 
Sea )(zF  una función analítica en una región R , cuyo borde es una curva C  cerrada y simple, 

recorrida en sentido positivo, y sea 
( )0

)(
)(

zz

zF
zf

−
= , analítica en R  menos en el punto 0z , 

entonces: 
 

( ) ( )
( )

( )0
0

...2.. zFjdz
zz

zF
dzzf

CC
π=









−
= ∫∫  

*/ Estudiar la demostración /* 
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Derivadas de una función analítica: 
 
Para que exista derivada, la función debe ser analítica. 
 

( ) ( ) ( )
( )∫













−
⋅=

+C n

n
dz

zz

zF

j

n
zF .

..2

! 
1

0

0
π

 

*/ Estudiar la demostración /* 
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SERIES Y SUCESIONES 
 
Series: principios de la convergencia de Cauchy: 
 
Sucesión: Colección de valores ordenados según los enteros y en función de ellos. 

{ }nn ZZZZZ ,...,,, 321=  

Convergencia de una sucesión: La sucesión nW  converge a jbac +=  si 
n

n n








+∃

∞→

1
1lim  

 

Serie: La serie es la suma de los términos de una sucesión. ∑
∞

=

=
1i

iWS  

Condiciones necesarias para la convergencia de series: 

1. 0lim =
∞→

i
i

W  

*/ Estudiar la demostración /* 
2. Todos los nW  tienen que estar acotados. 

*/ Estudiar la demostración /* 
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Convergencia absoluta y condicional: 
 

ECONVERGENT NTEABSOLUTAME es   converge  Si : Dada
11

SWWS
n

n

n

n ⇒= ∑∑
∞

=

∞

=

 

ECONVERGENT

LMENTECONDICIONA es   diverge  pero converge Si : Dada
11

SWWS
n

n

n

n ⇒= ∑∑
∞

=

∞

=
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Criterios de convergencia de Series: 
Prueba de la razón: 
 









⇒=

⇒>

⇒<
+

∞→

ASEGURAR PUEDE SENADA 1

DIVERGE Serie La1

CONVERGE Serie La1

lim 1

n

n

n W

W
 

 
Prueba de la raíz: 
 









⇒=

⇒>

⇒<

∞→

ASEGURAR PUEDE SENADA 1

DIVERGE Serie La1

CONVERGE Serie La1

lim n
n

n
W  

 
Serie Geométrica: 
 
Una Serie Geométrica es la que tiene la forma: 
 

( ) ...21 +++== ++
∞

=
∑ aaa

an

n
qqqqS  
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( ) 



⇒≥

⇒<

−

−
=

+

∞→ vergeD1

Converge1

1
lim

1

iq

q

q

qq
S

ma

m
 

Si 1<q , entonces 
( )q

q
S

a

−
=

1
 

*/ Estudiar la demostración /* 
Complementos V.C. Pág. 43 

Series de potencias: 
 
Una Serie de Potencias es la que tiene la forma: 
 

( )[ ]∑
∞

=

−=
0

.
n

n

n azCS  

 
donde nC  es el coeficiente y a  es el centro de la serie. 

De aquí en más no hablaremos de convergencia total, sino sólo en una cierta región de 
convergencia ROC. 

 
La región es fácil de obtener, lo cual se hace de la siguiente manera: 

 

lim

1
radio

centro

:ROC













=

=

∞→

n
n

n
C

a

 o  

lim

1
radio

centro

:ROC

1














=

=

+

∞→
n

n

n C

C

a

 

*/ Estudiar la demostración /* 

 
Teorema: 

Si S  converge para un ⇒0z  converge absolutamente azazz −<−∀ 0  

*/ Estudiar la demostración /* 

 
Criterio de Unicidad: 
 

Dada una función analítica )(zf  y centro a , la serie de potencias es ÚNICA 

*/ Estudiar la demostración /* (Por el absurdo) 

 
Derivación e integración término a término: 
 

Si )(zf  tiene radio de convergencia R  ( ) ( )zf n⇒  también tiene radio R . 
*/ Estudiar la demostración /* 

Complementos V.C. Pág. 45 

a  R  Región de Convergencia 
ROC 
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Serie de Taylor: 
 

 

Sea )(zf  una función analítica en R  (Región simplemente 

conexa) y en C , entonces: 
 

( ) ( ) ( )∑
∞

=

−=
0 ! 

)(
n

n
n

az
n

af
zf  

*/ Estudiar la demostración /* 

 

 

Corolario: 
( ) ( )

! n

af
C

n

n =  

Complementos V.C. Pág. 49 

Serie de Laurent: 
 

 

Sea )(zf  una función analítica entre 1C  y 2C , y en ellas 

(Región Múltiplemente Conexa), entonces )(zf  admite un 
desarrollo en series de la siguiente manera: 

 

( ) ( )
( )

dz
az

zf

j
AazAzf

C nn

n

n

n ∫∑ +

∞

−∞= −
=−=

1.2

1
 donde .)(

π
 

*/ Estudiar la demostración /* 

 

 
El teorema de Laurent es generalización de Taylor, porque si el integrando es analítico en toda 
la región, los coeficientes de 0<n  se anulan. 
 
El coeficiente 1−A  se llama residuo de la serie de Laurent, y es importante porque si conozco el 
residuo, conozco la integral: 
 

( )dzzfAj
C

...2 1 ∫=−π  

*/ Estudiar la demostración /* 
Complementos V.C. Pág. 54 

Analiticidad, ceros y polos: 
Ceros: 
 
Cero Simple: 
 

Hay cero simple en az =  si ( ) 0=af  
 
Cero Múltiple: 
 

Hay cero múltiple de multiplicidad m  si la función y sus derivadas se anulan en 

el punto hasta el orden 1−m : ( ) ( ) ( ) ( ) 0... )1( ===′′=′= − afafafaf m  
 

a  

z  
C  

*z  

x  

jy  

*z  

1C  

2C  

a  z  
C  

*z  
R  

x  

jy  
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Polos: 
 
Polo simple y múltiple: 
 

Los ceros del denominador de la función son los polos de ( )zf , por lo tanto la 
función no es analítica. 
Si existe un polo de multiplicidad m , entonces: 

( ) ( ) ( ) ( ) ......... 10
1

1 +−++−++−=
−

−

−

− azAAazAazAzf
m

m  

 
Singularidad Esencial: 
 

Si el desarrollo sigue hasta −∞=m  entonces hay una singularidad esencial en 
az =  

Complementos V.C. Pág. 58 

Residuo: 
 
Residuos para polos simples: 

 
Si existe un polo simple en az = : 
 

( ) ( )[ ]zfazA
az

.lim1 −=
→

−  

 

Si ( ) ( )
( )

⇒=
zq

zp
zf  

( )
( )aq

ap
A

′
=−1  

*/ Estudiar la demostración /* 
 

Residuos para polos múltiples: 
 
Si existe un polo múltiple de multiplicidad m  en az = , entonces: 
 

( )

( ) ( ) ( )[ ]







 −

−
=

−

−

→
− 1

1

1

.
lim

! 1

1
m

mm

az dz

zfazd

m
A  

*/ Estudiar la demostración /* 
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Teorema de los residuos: 
 

 

Sea )(zf  una función con ciertas singularidades en la 

región cuyo borde es C , la integral es igual a j.2π  por la 
sumatoria de los residuos para cada singularidad: 

 

( ) ( )∑∫
=

=
n

i

a
C j

zfjdzzf
1

 Res..2. π  

*/ Estudiar la demostración /* 

 

Complementos V.C. Pág. 64 

Evaluación de Integrales reales por el método de los residuos: 
 

1) Integrales del tipo ( ) θθθ
π

dR .sin,cos
2

0∫  

x  

jy  C  
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zj

dz
ddejdzez jj

.
.. =⇒=⇒= θθθθ  

⇒






 −+










−
=

+
= −−

−

−

j

zzzz
R

j

zz

zz

2
,

2
2

sin

2
cos 11

1

1

θ

θ
  

( ) ( ) ( )∑∫∫
=

==
n

i

a
C j

zfj
zj

dz
zfdR

1

2

0
 Res..2

.
..sin,cos πθθθ

π
 

*/ Estudiar resolviendo ejemplos /* 

2) Integrales impropias del tipo ∫
∞

∞−
dxxf ).(  

 

Sólo si ( )xf  es racional con el denominador de grado 2 o más unidades mayor que el 

grado del numerador 

 
Coloco z  en vez de x  y resuelvo: 

( ) ( )∑∫∫
=

∞

∞−
==

n

i
C

zfjdzzfdxxf
1

superior semiplano del solo Res..2.).( π  

*/ Estudiar resolviendo ejemplos /* 
Complementos V.C. Pág. 66 

 

FUNCIONES ESPECIALES Y TEORÍA DE CAMPOS 
FUNCIONES ESPECIALES 

 
Ecuación diferencial de Legèndre: 
 
La ecuación diferencial de Legèndre es: 
 

( ) ( ) 0.1...2.1 2 =++′−′′− ynnyxyx  IRn ∈  
 
Propongo una solución por series de potencias: 

∑
∞

=

=
0

p .
m

m

m xCy  

debido a que dividiendo por ( )21 x− , los coeficientes son funciones analíticas en 0=x . 
Los coeficientes de dicha serie, serán definidos a través de la siguiente fórmula de recurrencia: 

 
( )( )

( )( ) ss C
ss

snsn
C

1.2

1.
2

++

++−
−=+  

 
y si elegimos  0C  y 1C  como constantes arbitrarias, podemos obtener todos los demás. 

La solución de la ecuación será: 
 

( ) ( ) ( )xyCxyCxy 2110 .. +=  

*/ Demostrar todo /* 
Complementos L Pág. 1 
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Polinomios de Legèndre: 
 
Los polinomios de Legèndre son las diferentes soluciones resultantes a la ecuación de Legèndre. 
Se definen como: 
 

( ) ( )∑
=

−
−=

M

m

mn

mnn xCxP
0

.2
.2 .  

 
donde los coeficientes son: 

 

( ) ( )
( ) ( )!.2!.!..2

!.2
.1.2

mnmnm

mn
C

n

m

mn
−−

−
−=−  

 

con 
2

n
M =  para n  par y 

( )
2

1−
=

n
M  para n  impar. 

*/ Demostrar todo /* 
Complementos L Pág. 4 

Ecuación diferencial de Bessel: 
 
La ecuación diferencial de Bessel de orden p  es: 
 

( ) 0... 222 =−+′+′′ ypxyxyx  
 
Propongo una solución de la forma: 

( ) 0. 0
0

≠=∑
∞

=

+
CxCxy

m

rm

m  

 
Reemplazando obtenemos la recurrencia: 
 

( ) 2.22.2 .
..2

1
−

+
−= mm C

mpm
C  con 0C  constante arbitraria, y todos los coeficientes de índice 

impar son nulos. 
*/ Demostrar todo /* 

Complementos B Pág. 1 

La función Gamma: 
 
Definimos la función gamma como: 
 

( ) ∫
∞

−−=Γ
0

1.. dtte
t αα  

 
y su recurrencia como ( ) ( )ααα Γ=+Γ .1 , lo que produce que: 
 

( ) !1 kk =+Γ  
Complementos B Pág. 3 

 
Volviendo a Bessel, utilizando la función gamma podemos escribir los coeficientes como: 

( )
( )1!..2

1
.2.2

++Γ

−
=

+
mpm

C
pm

m

m  debido a que se toma 
( )1.2

1
0

+Γ
=

p
C

p
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Y sustituyendo éstos coeficientes en la solución propuesta, obtenemos: 
 

( ) ( )
( )

pm

m

m

p

x

mpm
xJ

+∞

=










++Γ

−
=∑

.2

0 2
.

1!.

1
 

“Función de Bessel de primera clase, de orden p ” 
*/ Demostrar todo /* 

Complementos B Pág. 4 

Funciones de Bessel de primera y segunda clase: 
 
La segunda solución a la ecuación de Bessel, está conformada por una función de la forma: 
 

( )
( ) ( ) ( )

( )π

π

.sin

.cos.

p

xJpxJ
xY

pp

p

−−
=  

“Función de Bessel de segunda clase, de orden p ” 
 
Y nos queda como: 

( ) ( ) ( )xYCxJCxy pp .. 21 +=  para todo p  

También se aplican frecuentemente las soluciones complejas de la ecuación de Bessel, llamadas 
funciones de Hankel de orden p : 
 

( ) ( ) ( ) ( )xYjxJxH ppp .1 +=  y ( ) ( ) ( ) ( )xYjxJxH ppp .2 −=  

“Funciones de Hankel de orden p ” 
*/ Demostrar todo /* 

Complementos B Pág. 5 

TEORÍA DE LOS CAMPOS 
 
Campos electrostáticos: 
 

φ−∇=E  
El campo eléctrico es igual al gradiente del potencial eléctrico cambiado de signo. 

 

ρπφ ..42 −=∇  
Ecuación de Poisson 

Complementos TP Pág. 1 

Ecuación de Laplace: 
 
De la ecuación de Poisson podemos decir que si no hay carga encerrada en la superficie, 
entonces: 
 

02 =∇ φ  
Ecuación de Laplace 

 
Propiedades: 

1. Linealidad: La combinación lineal de las soluciones linealmente independientes de la 
Ecuación de Laplace, también es solución de la misma. 

2. Unicidad: Dos soluciones de la Ecuación de Laplace que satisfacen las mismas 
condiciones de contorno, difieren a lo sumo en una constante aditiva. 

Complementos TP Pág. 3 
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SEGUNDA PARTE: SEÑALES Y SISTEMAS 
 

Señales 
 
Definiciones: 
 

Una señal es toda sucesión de valores que transporte información. 
 
Las señales pueden ser de dos tipos: 
 

Señales de Tiempo Continuo o Analógicas Señales de Tiempo Discreto o Digitales 

  
Apuntes Pág. 1 

Potencia y energía de las Señales: 
 
Potencia promedio: 
 
En un intervalo ( )21 , tt , la potencia promedio de una señal de tiempo continuo es: 

( )∫−
=

2

1

..
1 2

12

t

t
dttx

tt
P  

 
En un intervalo 21 NnN ≤≤ , la potencia promedio de una señal de tiempo discreto es: 

[ ]∑
=+−

=
2

1

2

12

.
1

1 N

Nn

nx
NN

P  

 
Energía: 
 
Para señales de tiempo continuo y discreto se calculan respectivamente así: 

( )∫=
2

1

.
2t

t
dttxE  y [ ]∑

=

=
2

1

2
N

Nn

nxE  

 
Potencia y energía para intervalos infinitos: 
 
 Tiempo continuo: 

( )∫−∞→
∞ =

T

TT
dttx

T
P ..

2

1
lim

2
 y ( )∫−∞→

∞ =
T

TT
dttxE .lim

2
 

 
 Tiempo discreto: 

[ ]∑
−=

∞→
∞

+
=

N

Nn
N

nx
N

P
2

.
12

1
lim  y [ ]∑

−=
∞→

∞ =
N

Nn
N

nxE
2

lim  

Apuntes Pág. 3 

[ ]nx  

n  

( )tx  

t  
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Transformaciones en la variable independiente: 
Reflexión o rebatimiento: 
 

  
 
Traslación: 
 

  
 
Reflexión y traslación: 
 

  
 
Escalado: 
 

Compresión Diezmado 

  
 

Expansión Interpolación 0 

  








N

n
x  

n  

ZN ∈  

2=N  

( )tx .α  

t  

1<α  

[ ]0nnx −  

n  0n  

( )0ttx −  

t  0t  

[ ]nNx .  

n  

ZN ∈  

2=N  

( )tx .α  

t  

1>α  

[ ]nnx −0  

n  0n  

( )ttx −0  

t  0t  

[ ]nx −  

n  

( )tx −  

t  
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Interpolación en escalón Interpolación Lineal 

  
Apuntes Pág. 5 

Simetrías: 
 
Una señal contiene simetría par cuando ( ) ( )txtx −=  

Una señal contiene simetría impar cuando ( ) ( )txtx −−=  
 

Teorema: 
 
Toda señal arbitraria tiene una parte par y una parte impar definidas como: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )txtxtxtxtxtx −−=−+=
2

1
y

2

1
imparpar  

*/ Estudiar la demostración /* 
Apuntes Pág. 8 

Señales Periódicas: 
Señal exponencial Compleja: 
 

( ) ( ) ( )( ) RCtjtCeCtx tj ∈+== .sin..cos.. .. ωωω  
Apuntes Pág. 10 

Señal exponencial Compleja general: 
 

( ) taeCtx ..=  

donde ahora C  y a  son complejos: 
φj

eCC .=  y ωσ ja +=  

 

( ) ( ) ⇒== + tjjta
eeCeCtx

.. ... ωσφ  

( ) ( )φωσ += tjt
eeCtx .. .  

 
¡OJO! 

La señal exponencial Compleja General NO ES PERIÓDICA debido al factor t
e

.σ , que 
para 0<σ  la hace decrecer en amplitud y para 0>σ  la hace crecer 

Apuntes Pág. 14 

Señal exponencial tj
e

..ω : 

 

( ) tj
etx

.. 0ω=  
 
Para que sea periódica, debe cumplirse que: 

NkkT ∈= .
2

0ω

π
 

*/ Estudiar la demostración /* 








N

n
x  

n  

ZN ∈  

2=N  






N

n
x  

n  

ZN ∈  

2=N  
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Señal exponencial Compleja Discreta: 
 

[ ] njenx ..Ω=  

donde t∆=Ω .ω , y también es la frecuencia angular de la señal. 
 

Propiedades: 
 
1. Periodicidad en n : 

[ ] [ ]Nnxnx +=  donde N  es un número entero de muestras 
 
Para cumplir la periodicidad es necesario que la frecuencia angular sea un múltiplo 
racional de π2 : 

π2.
N

k
=Ω  

*/ Estudiar la demostración /* 

 
2. Periodicidad en Ω : 

( ) nkjnj
ee

...2... π+ΩΩ =  
Apuntes Pág. 15 

Funciones especiales: 
Tiempo Continuo: 

Impulso unitario o Delta de Dirac: 
 

( )




≠

=∞
=

0 si0

0 si

t

t
tδ  

 
 

Propiedades: 
 

1. ( ) 1. =∫
∞

∞−
dttδ  

2. Propiedad de selección: ( ) ( ) ( )00 .. tdtttt ϕϕδ =−∫
∞

∞−
 

Apuntes Pág. 21 

Función escalón: 
 

( )




<

>
=

0 si0

0 si1

t

t
tu  

 
 

Propiedades: 
 

1. ( ) ( ) ττδ dtu
t

.∫ ∞−
=  

2. 
( ) ( )t

dt

tdu
δ=  
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Apuntes Pág. 21 

Tiempo Discreto: 
Impulso unitario o Delta de Dirac: 
 

[ ]




≠

=
=

0 si0

0 si1

n

n
nδ  

 
 

Propiedades: 
 

1. Propiedad de selección: [ ] [ ] [ ]nxkxkn
k

=−∑
∞

−∞=

.δ  

Apuntes Pág. 20 

Función escalón: 
 

[ ]




<

≥
=

0 si0

0 si1

n

n
nu  

 
 
 

Propiedades: 
 

1. [ ] [ ]∑
−∞=

=
n

k

knu δ  

2. [ ] [ ] [ ]1−−= nununδ  ⇒  Primera Diferencia (Análogo de la Derivada) 
Apuntes Pág. 20 

Sistemas 
Definiciones: 
 

Un sistema es un conjunto de elementos capaces de procesar una señal. 
 
Análogamente con las señales, existen dos tipos de sistemas: 
 
Sistemas de Tiempo Continuo o Analógicos Sistemas de Tiempo Discreto o Digitales 

  
Apuntes Pág. 25 

Clasificación: 
Respecto de la memoria: 
 

1. Sistemas con memoria: El sistema construye sus salidas con valores 
almacenados de entradas y salidas anteriores. 

2. Sistemas sin memoria: La salida del sistema depende sólo de la entrada actual. 
Apuntes Pág. 27 

Respecto de la causalidad: 
 

1. Sistemas causales: La salida no puede anticiparse a la entrada. 

Sistema Sistema 
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2. Sistemas no causales: La salida puede anticiparse a la entrada. Son sistemas 
“adivinos”. 

Apuntes Pág. 28 

Respecto de la variabilidad con el tiempo: 
 

1. Sistemas invariantes en el tiempo: Sus propiedades no varían con el tiempo. 
( ) ( )

( ) ( )00 ttyttx

tytx

−→−

→
 

2. Sistemas variantes en el tiempo: Sus propiedades cambian con el paso de 
tiempo. 

Apuntes Pág. 29 

Respecto de la Linealidad: 
 

1. Sistemas Lineales: A una superposición de distintas entradas, el sistema 
entrega una salida compuesta por la superposición de las salidas individuales de 
cada entrada: 

Principio de Superposición 

nn yx

yx

→

→

M

11

 ⇒  ∑∑
==

→
n

i

ii

n

i

ii yaxa
11

..  

2. Sistemas no Lineales: No tienen comportamiento lineal 
Apuntes Pág. 30 

Sistemas Lineales (L.T.I.) y Convolución: 
Tiempo Discreto: 
 
Si tenemos un sistema Lineal e Invariante con el tiempo (Sistema L.T.I.), puede ser 
caracterizado por una función [ ]nh  llamada Respuesta Impulsiva, y que corresponde a 
la salida del sistema cuando en la entrada se coloca un impulso o Delta de Dirac. 
Ahora, la salida de dicho sistema, puede calcularse conociendo la entrada que vamos a 
aplicar y la respuesta impulsiva, aplicando una operación llamada Convolución, y que 
consiste en: 
 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]∑
∞

−∞=

−==
k

knhkxnhnxny .*  

*/ Estudiar la demostración /* 

 
Apuntes Pág. 30 

Tiempo Contínuo: 
 
En Tiempo Continuo, la Respuesta Impulsiva ( )th  del sistema es exactamente el 
mismo concepto: la salida del sistema cuando en la entrada se coloca un impulso o 
Delta de Dirac. Ahora, la salida es la Convolución de la entrada y la respuesta 
impulsiva: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
−== τττ dthxthtxty ..*  

*/ Estudiar la demostración /* 

 
Apuntes Pág. 35 

( )th  ( )tx  ( )ty  

[ ]nh  [ ]nx  [ ]ny  
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Propiedades de la Convolución: 
 
1. Conmutativa: xhhx ** =  
2. Asociativa: ( ) ( ) 321321 **** hhhhhh =  

3. Distributiva respecto de la suma: ( ) ( ) ( )2121 *** hxhxhhx +=+  
Apuntes Pág. 38 

Representación Matemática de Sistemas y Señales: 
Sistemas L.T.I. en Tiempo Contínuo: 
 
Un sistema L.T.I. en Tiempo Continuo puede representarse con Ecuaciones 
Diferenciales Lineales con Coeficientes Constantes de la siguiente manera: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )txbtxbtxbtyatyatyatya
m

m

n

n

n

n ....... 0101
1

1 +′++=+′+++ −
− LL  

( ) ( ) ( ) ( )∑∑
==

=
m

k

k

k

n

k

k

k txbtya
00

..  

 
Elementos de un S.L.T.I. en T.C.: 
 

Punto de Suma: 

 

Multiplicador: 

 

Derivador: 

 

Integrador: 

 
 
Sistemas L.T.I. en Tiempo Discreto: 
 
Los Sistemas L.T.I. en Tiempo Discreto se representan con Ecuaciones en Diferencias 

Lineales con Coeficientes Constantes: 
 

[ ] [ ]∑∑
==

−=−
M

k

k

N

k

k knxbknya
00

..  � Ecuación General de los Filtros Digitales 

 
Elementos de un S.L.T.I. en T.D.: 
 

Punto de Suma: 

 

Multiplicador: 

 

Retardo unitario: 

 

 

[ ]nx  [ ]1−nx  
Z-1 

x  xa.  a  
+ 

1x  

2x  

21 xx +  

( )tx  ( )∫ ∞−

t

dx ττ .  

∫∫∫∫ 

x  x′  
D 

x  xa.  a  
+ 

1x  

2x  

21 xx +  
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Señales en Tiempo Contínuo: 
 
Representaremos ahora a las señales como funciones exponenciales complejas, debido a 
que ellas tienen una importante propiedad: si las ponemos a la entrada de un sistema 
L.T.I., la salida será la misma señal, afectada por un coeficiente de amplitud. 
 

Si ( ) tjetx ..ω= , entonces: 

( ) ( )ωω .... jHety tj=  
donde 

( ) ( )∫
∞

∞−

−= ττω τω
dehjH

j ... ..  

*/ Estudiar la demostración /* 

 
Señales en Tiempo Discreto: 
 
Haremos lo mismo que con el tiempo continuo, pero en tiempo discreto. 
 

Si [ ] nznx = , siendo ωρ jez .= , entonces: 

[ ] [ ]zHzny n .=  
donde 

[ ] [ ]∑ −=
k

kzkhzH .  

*/ Estudiar la demostración /* 
Apuntes Pág. 41 

Causalidad: 
 
Un sistema es Causal si ( ) 0=th  para todo 0<t  
 

 
Apuntes Pág. 39 

Estabilidad: 
 
Todo sistema Estable o BIBO (Bounded Input - Bounded Output | Entrada acotada - Salida 
Acotada) tiene como condición que: 

[ ] ∞<−∑
k

knh  [Tiempo Discreto] 

( ) ∞<∫
∞

∞−
ττ dh .  [Tiempo Continuo] 

*/ Estudiar la demostración /* 

 
Esto quiere decir que la sumatoria o integral de la respuesta impulsiva debe converger a algún 
valor finito, porque sino, por más que yo ponga una señal acotada en la entrada, la salida no será 
acotada. 

Apuntes Pág. 39 

( )th  ( )th  

Sistema Causal Sistema No Causal 
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Series de Fourier 
TIEMPO CONTÍNUO 

 
Desarrollos Ortogonales:  
 
Para poder desarrollar con mayor facilidad las Series de Fourier, necesitamos conjuntos de 
funciones ortogonales. 

Un conjunto de funciones ( ){ }∞

=1nn tf  es ortogonal en un intervalo ( )ba,  si se cumple que: 

 

( ) ( ) ( ) 0... =∫
b

a
ji dttwtftf  siendo ji ≠  

 
donde ( )tw  es la llamada función de peso, que para el caso de la mayoría de las funciones 
utilizadas comúnmente, es igual a 1. 

Apuntes Pág. 45 

Norma: 
 
Se define a la norma de ( )tf n  como: 

( ) ( ) ( )∫=
b

a
nn dttwtftf ..2

 

 

Si para todo n  se cumple que ( ) 1=tf n , el sistema será ortonormal. 
Apuntes Pág. 45 

Condiciones de Dirichlet: 
 
Para que una función cualquiera pueda ser desarrollada por Series de Fourier, debe cumplir con 
las siguientes condiciones, llamadas Condiciones de Dirichlet: 

1. ( )tf  debe ser absolutamente integrable sobre cualquier período, o sea que en él no 
debe tener discontinuidades infinitas: 

( ) ∞<∫ ><T
dttf .  ⇒  ∞<nC  

2. ( )tf  debe tener un número finito de máximos y mínimos en un período cualquiera 

3. ( )tf  puede tener un número finito de saltos finitos en un periodo cualquiera 
Apuntes Pág. 46 

Serie Generalizada de Fourier: 
 
Para poder representar matemáticamente cualquier fenómeno físico que recibimos como señal, 
constamos de una herramienta llamada Serie de Fourier, que nos permite sintetizar la señal 
recibida a partir de un conjunto de señales más simples, dosificando con coeficientes la cantidad 
de cada señal simple que se va a aplicar. 
La fórmula más general de la Serie de Fourier es: 
 

( ) ( )∑
∞

=

=
0

.
n

nn tfCtF  

SÍNTESIS 
 
Donde nC  son los Coeficientes de la Serie de Fourier y ( )tf n  son las funciones pertenecientes 

a un conjunto de funciones más sencillas. 
 
La fórmula para calcular los Coeficientes de la Serie de Fourier es: 
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( )
( ) ( ) ( )∫=

b

a
n

n

n dttwtftF
tf

C ....
1

2  

ANÁLISIS 
*/ Estudiar la demostración /* 

Apuntes Pág. 45 

Convergencia de las series de Fourier: 
 
Las Series de Fourier que son de utilidad son las que convergen. 

( ) ( )tFtFS →..  

( ) ( ) ( )
2

..
+− +

=
tFtF

tFS  

Apuntes Pág. 47 

Serie Trigonométrica de Fourier: 
 
Un conjunto de funciones ortogonales son las funciones trigonométricas seno y coseno. 

Trabajaremos entonces con el conjunto 
( )
( )

∞

=







00

0

..sin

..cos

n
tn

tn

ω

ω
. 

 
Luego de introducir las funciones en la Serie Generalizada de Fourier y de extraer el primer 
término del seno, que da cero, obtenemos la expresión de síntesis de la Serie Trigonométrica 

de Fourier: 
 

( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

=

++=
1

00
0 ..sin...cos.

2 n

nn tnbtna
a

tF ωω  

SÍNTESIS 
 
NOTAR que la sumatoria comienza en 1=n . 
 
Ahora necesitamos la fórmula de análisis. Si calculamos la norma al cuadrado de las funciones 

trigonométricas, veremos que para todo 1≥n , su valor es 2
T , entonces reemplazamos en la 

fórmula general para los coeficientes y vemos que: 
 

( ) ( )∫ ><
=

T
n dttntF

T
a ...cos.

2
0ω  

( ) ( )∫ ><
=

T
n dttntF

T
b ...sin.

2
0ω  

ANÁLISIS 
Apuntes Pág. 48 

Simetrías: 
 
Si la señal tiene simetría par, entonces: 

nbn ∀= 0  

*/ Estudiar la demostración /* 

 

Si la señal tiene simetría impar, entonces: 
nan ∀= 0  

*/ Estudiar la demostración /* 
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La señal también puede tener simetría escondida (par o impar). Cuando tenemos éste 
caso, debemos utilizar las propiedades anteriores, cuidando de afectar la fórmula con las 
operaciones necesarias para corregir la simetría escondida. 
 
RECORDAR PARA DEMOSTRAR que la integral en un periodo de una señal impar 
toma el valor 0. Además recordar las reglas multiplicativas de par e impar. 

Apuntes Pág. 49 

Forma Polar de la Serie de Fourier: 
 
Partimos de la serie trigonométrica de Fourier, para llegar a: 
 

( ) ( )∑
∞

=

−+≈
1

0
0 ..cos.

2 n

nn tnC
a

tF ϕω  

SÍNTESIS 
*/ Estudiar la demostración /* 

2 2
n n nC a b= +  y arctan n

n

n

b

a
ϕ =  

De donde 
n

a  y 
n

b  se calculan con la fórmula de análisis de la serie trigonométrica de Fourier. 

 
Espectros de Líneas: 

 
 
Serie Exponencial de Fourier: 
 
Vamos a resumir la expresión trigonométrica de la Serie de Fourier, en una expresión 
exponencial compleja. 
 

( ) ∑
∞

−∞=

≈
n

tnj

n eCtF
... 0. ω  

SÍNTESIS 
*/ Estudiar la demostración /* 

n

n
nnnn

j

nn
a

b
baCeCC n arctan.

2

1
. 22. =+== ϕϕ  

2

.

2

. nn
n

nn
n

bja
C

bja
C

+
=

−
= −  

 

( )∫ ><

−=
T

tnj

n dtetF
T

C ...
1 ... 0ω  ( )∫ ><

− =
T

tnj

n dtetF
T

C ...
1 ... 0ω  

ANÁLISIS 
 

Espectro de Amplitudes 

nC  

ω  0ω  
02ω  

03ω  
04ω  

Espectro de Fases 

n
ϕ  

ω  0ω  
02ω  

03ω  

04ω
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En éste caso los coeficientes son valores complejos, que darán espectros de amplitud y de fase 
con propiedades singulares: 

 
Las simetrías en los espectros son necesarias para que las partes imaginarias de los coeficientes 
se cancelen, y se obtenga una señal real. 

Apuntes Pág. 54 

Propiedades de la Serie de Fourier en T.C.: 
 

1. Linealidad:  

( )
( )

( ) ( ) ( ). . . .

k

k

k k

x t a

y t b

z t A x t B y t A a B b

↔

↔

= + ↔ +

 

*/ Estudiar la demostración /* 

2. Desplazamiento:  

( )
( ) 0 0. . .

0 .
k

j k t

k

x t a

x t t a e
ω−

↔

− ↔
 

*/ Estudiar la demostración /* 

3. Inversión: 

( )
( )

k

k

x t a

x t a−

↔

− ↔
 

*/ Estudiar la demostración /* 

4. Escalado:  

( )
( ).

k

k

x t a

x t aα

↔

↔
 pero TT α→  y 0 0.ω α ω→  

*/ Estudiar la demostración /* 

5. Multiplicación y Convolución:  

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

. *

* .

k

k

k k

k k

x t a

y t b

x t y t a b

x t y t a b

↔

↔

↔

↔

 

*/ Estudiar la demostración /* 

6. Conjugación y Simetría Conjugada:  

( )
( )* *

k

k

x t a

x t a −

↔

↔
 y si ( )x t  es Real, 

*

*
k k

k k

a a

a a

−

−

=

=
 

*/ Estudiar la demostración /* 

nC  

ω  0ω  
02ω  

03ω  
04ω  

04ω−  
03ω−  

02ω−  
0ω−  

Espectro de Amplitudes 

Simetría Par 

n
ϕ  

ω  0ω  
02ω  

03ω  

04ω

 
0ω−  

02ω−  
03ω−  

04ω−  

Espectro de Fases 

Simetría Impar 
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7. Relación de Parseval:  

( )
2 21

. .
m

T
m

x t dt a
T < >

=∑∫  

*/ Estudiar la demostración /* 

“La Potencia promedio en una señal periódica es igual a la suma de las potencias 
promedio en todas sus componentes armónicas” 

Apuntes Pág. 58 

TIEMPO DISCRETO 
 
Serie de Fourier para señales periódicas discretas: 
 
Dada una señal periódica discreta [ ] [ ]Nnxnx +=  donde N  es el periodo, la serie de Fourier 
que sintetiza la señal en base a exponenciales complejas es: 
 

[ ] ∑
>=<

=
Nk

n
N

kj

k eanx
.

2
..

.
π

 SÍNTESIS 

 
donde 1,...,1,0 −= Nk  o bien Nk ,...,2,1= , etc. Entonces, ésta sumatoria tiene N  términos, 

debido a que sólo habrán N  exponenciales complejas diferentes. 
 

[ ]∑
>=<

−

=
Nn

n
N

kj

k enx
N

a
.

2
..

.
1 π

 ANÁLISIS 

 
La fórmula de Síntesis es una suma finita de N  términos y describe una secuencia periódica (y 
por tanto infinita) de muestras en el tiempo. La representación espectral en la frecuencia 
también es un espectro de líneas, pero para el caso discreto es periódico. 
Al ser una suma finita de N  términos, la serie no necesitará ser truncada, y no aparecerá el 
fenómeno de Gibbs (Problema en las discontinuidades de la Serie Continua de Fourier). 

Apuntes Pág. 61 

Propiedades de la Serie Discreta de Fourier: 
 

1. Multiplicación:  
[ ]
[ ]

[ ] [ ] ∑
>=<

−=↔

↔

↔

Nl

lklk

k

k

bacnynx

bny

anx

..

 

*/ Estudiar la demostración /* 

2. Primera diferencia:  

[ ] [ ] 









−↔−−

−
N

kj

k eanxnx

π2
..

1.1  

*/ Estudiar la demostración /* 
3. Relación de Parseval:  

[ ] ∑∑
>=<>=<

=
Nk

k

Nn

anx
N

221
 

*/ Estudiar la demostración /* 

“La Potencia promedio en una señal periódica es igual a la suma de las potencias 
promedio en todas sus componentes armónicas (tomando N  componentes armónicas 

consecutivas)” 
Apuntes Pág. 63 
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SISTEMAS L.T.I. 
 
Series de Fourier y Sistemas L.T.I.: 
 
Como ya vimos, si a un sistema L.T.I. le damos como perturbación una señal exponencial 
compleja, nos devuelve como salida la misma señal afectada por un coeficiente, que es la 
respuesta en frecuencias del sistema. 
La explicación de esto es que, al ser lineal, el sistema L.T.I. perturbado con una señal periódica 
(que es una combinación lineal de exponenciales complejas) responderá con una combinación 
lineal de exponenciales complejas idénticas en frecuencia pero afectadas de la función del 
sistema correspondiente a cada una de esas frecuencias. Entonces las entradas serán: 

( ) ∑=
k

tkj

k eatx
... 0. ω  y [ ] ∑

>=<

=
Nk

n
N

kj

k eanx
.

.2
..

.
π

 

para tiempo continuo y tiempo discreto respectivamente. Consecuentemente, las respectivas 
salidas son: 

( ) ( )∑=
k

tkj

k ekjHaty
...

0
0.... ωω  y [ ] ∑

>=<










=

Nk

n
N

kj
N

kj

k eeHany
.

.2
..

.2
..

..
ππ

 

Cabe señalar que los coeficientes de la función del sistema afectan a cada componente en 
amplitud y en fase, pues son complejos. 

Apuntes Pág. 65 

Transformada de Fourier 
 

TIEMPO CONTÍNUO 
 
Transformada de Fourier en Tiempo Continuo: 
 

Sea ( )x t  una señal aperiódica continua de Energía Finita, entonces la Transformada de 

Fourier de la señal es: 

( ) ( ) . .. .j t
X j x t e dt

ωω
∞

−

−∞
= ∫  

*/ Estudiar la demostración /* 

Y la Antitransformada: 

( ) ( ) . .1
. . .

2
j t

x t X j e d
ωω ω

π

∞

−∞
= ∫  

*/ Estudiar la demostración /* 

 

( ) ( ) ( ).. j j
X j X j e

ϕ ωω ω=  

De la expresión anterior obtenemos los espectros, que seguirán teniendo las anteriores simetrías 
par e impar, pero como ahora las distancias ωω d→∆ , las líneas espectrales se juntan, 
produciendo espectros continuos. 
 

 
Apuntes Pág. 68 

Espectro de Amplitudes Espectro de Fases 

( )ωjX  

ω  

Simetría Par 

( )ωϕ j  

ω  

Simetría Impar 
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Condiciones de Convergencia de la Transformada de Fourier: 
 
Para que exista la transformada de Fourier de una cierta señal ( )tx , se debe cumplir que: 

1. ( )tx  debe ser absolutamente integrable, o sea: 

( ) ∞<∫
∞

∞−
dttx .  

2. ( )tx  debe tener un número finito de máximos y mínimos en cualquier intervalo finito. 

3. ( )tx  debe tener un número finito (incluso cero) de discontinuidades finitas en cualquier 
intervalo finito. 

Apuntes Pág. 70 

Transformada de Fourier para señales periódicas: 
 

( ) ( )∑
∞

−∞=

−=
k

k kajX 0....2 ωωδπω  

*/ Estudiar la demostración /* 

( ) ∑
∞

−∞=

=
k

tkj

k eatx
... 0. ω  

*/ Estudiar la demostración /* 
donde los ka  son los coeficientes de la Serie de Fourier que representa a dicha señal. 

 
La transformada de Fourier de una señal periódica es un tren de impulsos en la frecuencia 

espaciados 0ωω =∆ , y con peso (área) ka..2 π  
Apuntes Pág. 73 

Propiedades de la Transformada de Fourier: 
 

1. Linealidad:  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ). . . .

x t X j

y t Y j

A x t B y t A X j B Y j

ω

ω

ω ω

↔

↔

+ ↔ +

 

*/ Estudiar la demostración /* 

2. Desplazamiento:  

( ) ( )
( ) ( ) 0. .

0 . j t

x t X j

x t t X j e
ω

ω

ω −

↔

− ↔
 

*/ Estudiar la demostración /* 

3. Conjugación y Simetría Conjugada:  

( ) ( )
( ) ( )* *

x t X j

x t X j

ω

ω

↔

↔ −
 entonces 

( ) ( )

( ) ( )

X j X j

j j

ω ω

ϕ ω ϕ ω

= −

= − −
 (Simetrías de Espectros) 

*/ Estudiar la demostración /* 

Relación de simetrías: 

Si ( )tx  es una función par, entonces ( )ωjX  es netamente real. 

Si ( )tx  es una función impar, entonces ( )ωjX  es imaginaria pura. 
*/ Estudiar la demostración /* 

4. Diferenciación e integración:  
( ) ( )ωω ... jXjtx ↔′  

*/ Estudiar la demostración /* 
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( ) ( ) ( ) ( )ωδπω
ω

ττ .0...
.

1
. XjX

j
dx

t

+↔∫ ∞−
 

*/ Estudiar la demostración /* 

5. Escalado de tiempo y frecuencia:  

( ) 







↔

a

j
X

a
tax

ω.
.

1
.  

*/ Estudiar la demostración /* 

4. Relación de Parseval:  

( ) ( )∫∫
∞

∞−

∞

∞−
= ωω

π
djXdttx ...

2

1
.

22
 

*/ Estudiar la demostración /* 

 “La Energía puede calcularse integrando por todo el tiempo o por toda la frecuencia” 
6. Teorema de convolución:  

Si ( ) ( ) ( )*y t x t h t= , entonces ( ) ( ) ( ).Y j X j H jω ω ω= , siendo ( )H jω  la 

respuesta en frecuencias del sistema, que justamente es la transformada de la respuesta 

impulsiva del sistema. 
*/ Estudiar la demostración /* 

7. Multiplicación:  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1

. *
2

x t X j

y t Y j

x t y t X j Y j

ω

ω

ω ω
π

↔

↔

↔

 

*/ Estudiar la demostración /* 
Apuntes Pág. 75 

Sistemas Lineales de Tiempo Continuo: 
 
Los sistemas lineales de tiempo continuo están caracterizados por ecuaciones diferenciales 
lineales de la forma: 
 

( ) ( )
∑∑

==

=
M

k
k

k

k

N

k
k

k

k
dt

txd
b

dt

tyd
a

00

..  

 
Si transformamos Fourier a ambos miembros y reagrupamos, podemos obtener la Función de 
Transferencia del Sistema ( ( )ωjH ), que caracteriza al mismo. 
 

( ) ( )
( )

( )

( )∑

∑

=

===
N

k

k

k

M

k

k

k

ja

jb

jX

jY
jH

0

0

.

.

ω

ω

ω

ω
ω  

Apuntes Pág. 80 

Sistemas L.T.I. Continuos de Primer Orden: 
 
La ecuación diferencial que modela éstos sistemas es: 
 

( ) ( ) ( )txtyty =+′.τ   
siendo τ  un parámetro llamado constante de tiempo del sistema 

 
La respuesta en frecuencias de estos sistemas, y su respectiva respuesta impulsiva, son: 
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( )
τω

ω
..1

1

j
jH

+
=  y ( ) ( )tueth

t

..
1

τ

τ

−
=  

*/ Estudiar las demostraciones /* 
Apuntes Pág. 96 

Sistemas L.T.I. Continuos de Segundo Orden: 
 
La ecuación diferencial que modela éstos sistemas es: 
 

( ) ( ) ( ) ( )txtytyty nnn

22...2 ωωωξ =+′+′′   

siendo ξ  y nω  parámetros llamados razón de amortiguamiento y frecuencia angular de 

resonancia, respectivamente. 
 
La respuesta en frecuencias de estos sistemas es: 
 

( )
nn

n

j
jH

ωωξωω

ω
ω

...2.22

2

+−
=  

*/ Estudiar las demostraciones /* 

 
La respuesta impulsiva del sistema depende del valor de ξ . 

*/ Estudiar cada caso /* 
Apuntes Pág. 98 

TIEMPO DISCRETO 
 
Transformada de Fourier en Tiempo Discreto: 
 
Sea [ ]nx  una señal aperiódica discreta de Energía Finita, entonces la Transformada de 

Fourier de la señal es: 

( ) [ ]∑
∞

−∞=

−=
n

njj
enxeX

... . ωω  

*/ Estudiar la demostración /* 

Y la Antitransformada: 

[ ] ( )∫
><

−=
π

ωω ω
π 2

... ..
.2

1
deeXnx

njj  

*/ Estudiar la demostración /* 
Apuntes Pág. 82 

Relación con una señal periódica: 
 
La Transformada de Fourier de una señal aperiódica discreta es proporcional a la 
envolvente de los coeficientes ka  de la Serie de Fourier de la señal periódica asociada. 

Puede entenderse entonces que los coeficientes ka  son muestras de ( )ω.jeX  en 

0.ωω k=  a menos del factor 
N

1
. 

Apuntes Pág. 83 

Convergencia: 
 
Para que la transformada de Fourier exista, la señal debe tener energía finita, lo que significa 
que: 
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[ ] ∞<∑
k

kx
2

 

*/ Estudiar la demostración /* 
Apuntes Pág. 85 

Transformada de Fourier para señales periódicas discretas: 
 
La Transformada de Fourier para señales periódicas no es obtenible con funciones matemáticas 
elementales, debido a lo señalado en el punto anterior. Pero podemos salvar éste inconveniente 
con el uso de funciones impulsivas. Así: 

( )∑
∞

−∞=

−−↔
m

nj
me ..2..2 0

.. 0 πωωδπω  

*/ Estudiar la demostración /* 

Ahora tomemos una señal periódica dada por su Serie de Fourier: [ ] ∑
>=<

=
Nk

n
N

kj

k eanx
.

.2
..

.
π

 

Transformamos y obtenemos: 
 

( ) ∑ ∑
∞

−∞= >=<









−−=

m Nk

k

j
m

N
kaeX ..2

.2
....2 π

π
ωδπω  

*/ Estudiar la demostración /* 

 
Infinitas réplicas de un grupo de N  impulsos de áreas ka..2 π  separadas cada rad .2 π  
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Propiedades: 
 

1. Periodicidad: 

( ) ( )( )πωω ..2 kjj eXeX +=  
*/ Estudiar la demostración /* 

2. Linealidad:  

[ ] ( )
[ ] ( )

[ ] [ ] ( ) ( )ωω

ω

ω

jj

j

j

eYBeXAnyBnxA

eYny

eXnx

.... +↔+

↔

↔

 

*/ Estudiar la demostración /* 

3. Desplazamiento en tiempo y en frecuencia:  

[ ] ( )
[ ] ( )

[ ] ( )( )00

0

.

.
..

..
0

ωωω

ωω

ω

−

−

↔

↔−

↔

jnj

jnj

j

eXnxe

eXennx

eXnx

 

*/ Estudiar la demostración /* 

2..2 aπ  

0..2 aπ  

1..2 aπ  
1..2 −Naπ  

… 

2..2 aπ  

0..2 aπ  

1..2 aπ  
1..2 −Naπ  

… 

2..2 aπ  

0..2 aπ  

1..2 aπ  
1..2 −Naπ  

… 

π.2−  π.2  0  

… … 

ω  
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4. Conjugación y Simetría Conjugada:  

[ ] ( )
[ ] ( )ω

ω

j

j

eXnx

eXnx
−↔

↔

**
 entonces 

( ) ( )
( ) ( )ωω

ωω

ϕϕ jj

jj

ee

eXeX
−

−

−=

=
 (Simetrías de Espectros) 

*/ Estudiar la demostración /* 

Relación de simetrías: 

Si [ ]nx  es una función par, entonces ( )ωjeX  es netamente real. 

Si [ ]nx  es una función impar, entonces ( )ωjeX  es imaginaria pura. 
*/ Estudiar la demostración /* 

5. Diferenciación y acumulación:  

[ ] [ ] ( ) ( )ωω .. .11 jj eXenxnx −−↔−−  
*/ Estudiar la demostración /* 

 

[ ] ( ) ( ) ( )∑∑
∞

−∞=−∞=

−+
−

↔
k

j

j

jn

k

keX
e

eX
kx πωδπ

ω

ω

..2..
1

0  

*/ Estudiar la demostración /* 

6. Inversión en tiempo:  

[ ] ( )ωjeXnx −↔−  
*/ Estudiar la demostración /* 

5. Diferenciación en frecuencia:  

[ ] ( )
ω

ω

d

edX
jnxn

j

.. ↔  

*/ Estudiar la demostración /* 

6. Relación de Parseval:  

[ ] ( )∫∑
><

∞

−∞=

=
π

ω ω
π 2

22
..

2

1
deXnx

j

n

 

*/ Estudiar la demostración /* 

7. Convolución:  

Si [ ] [ ] [ ]nhnxny *= , entonces ( ) ( ) ( )ωωω jjj eHeXeY .= , siendo ( )ωjeH  la respuesta 
en frecuencias del sistema, que justamente es la transformada de la respuesta impulsiva 

del sistema. 
*/ Estudiar la demostración /* 

8. Multiplicación:  

[ ] ( )
[ ] ( )

[ ] [ ] ( ) ( )ωω

ω

ω

π
..

.

.

*
2

1
. jj

j

j

eYeXnynx

eYny

eXnx

↔

↔

↔

 

*/ Estudiar la demostración /* 
Apuntes Pág. 87 

Sistemas L.T.I. Discretos: 
 
Los sistemas lineales de tiempo discretos están caracterizados por ecuaciones en diferencias 
lineales de la forma: 
 

[ ] [ ]∑∑
==

−=−
M

k

k

N

k

k knxbknya
00

..  

 
Si transformamos Fourier a ambos miembros y reagrupamos, podemos obtener la Función de 

Transferencia del Sistema ( ( )ωjeH ), que caracteriza al mismo. 
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( ) ( )
( )

∑

∑

=

−

=

−

==
N

k

kj

k

M

k

kj

k

j

j
j

ea

eb

eX

eY
eH

0

..

0

..

.

.

ω

ω

ω

ω
ω  

Apuntes Pág. 93 

Sistemas L.T.I. Discretos de Primer Orden: 
 
La ecuación en diferencias que modela estos sistemas es: 
 

[ ] [ ] [ ]nxnyany =−− 1.  
El parámetro a  juega un papel similar al de la constante de tiempo en T.C. 

 
La respuesta en frecuencias de estos sistemas, y la respectiva respuesta impulsiva, son: 
 

( )
ω

ω

j

j

ea
eH

−−
=

.1

1
 y [ ] [ ]nuanh n .=  con 1<a  

*/ Estudiar las demostraciones /* 
Apuntes Pág. 102 

Sistemas L.T.I. Discretos de Segundo Orden: 
 
La ecuación en diferencias que modela estos sistemas es: 
 

[ ] [ ] [ ] [ ]nxnyrnyrny =−+−− 21.cos..2 2θ  

Donde r  y θ  son parámetros característicos del sistema. r  controla la velocidad de 
respuesta, y θ  tiene directa relación con el comportamiento oscilatorio. 

 
La respuesta en frecuencias de estos sistemas, y la respectiva respuesta impulsiva, son: 
 

( )
ωω

ω

θ .2.2 ..cos..21

1
jj

j

erer
eH

−− +−
=  y [ ] ( )[ ] [ ]nun

r
nh

n

.1.sin.
sin

+= θ
θ

 

*/ Estudiar las demostraciones /* 
Apuntes Pág. 105 

Muestreo 
 
Muestreo: Discretización de Señales: 
 
Para discretizar una señal continua, sólo nos basta multiplicarla por un tren de impulsos 
periódicos, lo que nos deja sólo los valores de la señal que están ubicados en el lugar exacto de 
cada impulso. 

Apuntes Pág. 108 

Teorema del Muestreo: 
 

Sea ( )tx  una señal de banda limitada, es decir, si la transformamos ( ) MjX ωωω >∀= 0 , 

entonces ( )tx  se determina unívocamente mediante sus muestras ( )tnx ∆.  si 
 

MS ωω .2≥  
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donde 
t

S
∆

=
π

ω
2

 es la frecuencia de muestreo. La señal puede recuperarse exactamente desde 

sus muestras con un adecuado filtro pasabajos con frecuencia de corte mayor que Mω . 
*/ Estudiar la demostración /* 

 
La interpretación es la siguiente: Si nosotros muestreamos una señal, su transformada de Fourier 
tendrá el mismo espectro que la señal continua original, pero será periódico en la frecuencia de 
muestreo. Entonces, para poder recuperar la señal original, no querríamos que los espectros se 
superpusieran, deformando el espectro esperado. Gráficamente: 
 

 
Apuntes Pág. 111 

Aliasing: 
 
Cuando la frecuencia de muestreo es menor que dos veces la frecuencia máxima, se produce un 
solapamiento de los espectros llamado aliasing, lo que hace que la señal original sea 
irrecuperable. 
Para evitar esto, antes de muestrear la señal se utilizan filtros anti-aliasing (F.A.A.), que 
eliminan las frecuencias de la señal que no queremos (ruido), y que se puede solapar en el 
proceso de muestreo. 
En la práctica conviene que la frecuencia de muestreo sea mayor o igual que por lo menos 2,6 
veces la frecuencia máxima de la señal, debido a que no existen filtros pasa bajos ideales, 
entonces debemos dejar un margen de error. 

Apuntes Pág. 117 

Muestreo en la frecuencia: 
 
Como es más fácil procesar una señal en el dominio de la frecuencia, pero la computadora 
maneja números, más que funciones continuas, debemos muestrear en la frecuencia. El 

t  ω  

t  ω  

t  ω  

Señal Original Continua Espectro Original 

Señal Muestreada Correctamente Espectro Correcto 

Señal Muestreada Incorrectamente Espectro Solapado 

t∆  

t∆

 

Mω−  
Mω  

Mω−  
Mω  Sω−  

Sω  

Mω.2−  
Mω.2  

Sω−  
Sω  
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problema es ¿Cuántas muestras de ( )ωjeX  deberemos tomar para no alterar [ ]tnx ∆. ? 
Buscamos entonces discretizar correctamente la Transformada de Fourier de una señal de 
longitud finita de N  muestras. 
La variable ω  pasará a ser una variable discreta: 
 

M
m

π
ω

.2
.=  con 1,...,2,1,0 −= Mm  

 
donde M  será la cantidad de muestras en la frecuencia. 

Entonces ( )ωjeX  pasará a ser ahora: 
 

( ) 









= M

mj

eXmX

π2
..

 

 
El par de transformada y antitransformada discreta de Fourier serán: 
 

[ ]
n

M
mjM

m

M
mj

eeX
M

nx
.

2
..1

0

2
..

.
1 ππ

∑
−

=










=  con >=< Nn  

y 

[ ]∑
>=<

−

=










Nk

k
M

mj
M

mj

ekxeX
.

2
..

2
..

.
ππ

 

  
Y para que la señal esté bien muestreada, sólo basta que NM >  

*/ Estudiar la demostración /* 
Apuntes Pág. 118 

Transformada de Laplace 
 
Transformada de Laplace, condiciones de convergencia: 
 
Dada una señal continua ( )tx , su transformada de Laplace (unilateral) es: 
 

( ) ( )∫
∞

−=
0

. .. dtetxpX
tp  para α>p  

 
si se cumplen las siguientes condiciones: 

1. ( )tx  es seccionalmente continua, es decir, tiene un número finito de discontinuidades 
finitas. 

2. ( )tx  es de “Orden Exponencial”, es decir, que para algún número α  se cumple que: 

( )( ) 0.lim . =−

∞→
txe

t

x

α  

 
La zona de existencia de la transformada de Laplace se representa en el plano complejo, debido 
a que ωσ .jp +=  (frecuencia compleja), en el semiplano derecho partiendo desde el eje 

ασ = . 
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Apuntes Pág. 121 

Transformada Inversa de Laplace: 
 
La fórmula de la transformada inversa de Laplace es: 
 

( ) ( )∫
∞+

∞−
=

jc

jc

tp dpepX
j

tx ..
..2

1 .

π
 

donde c  pertenece al lugar donde existe ( )pX  
 
Pero ésta fórmula generalmente no se usa, sino que lo que se hace es separar la transformada en 
fracciones simples y usar las tablas de transformadas, junto con las propiedades, para hallar las 
antitransformadas. 

Apuntes Pág. 132 

Propiedades: 
 

1. Linealidad:  
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )pYBpXAtyBtxA

pYty

pXtx

.... +↔+

↔

↔

 

*/ Estudiar la demostración /* 

2. Desplazamiento en tiempo y en frecuencia:  
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )apXtxe

pXeatx

pXtx

ta

pa

−↔

↔−

↔
−

.

.
.

.
 

*/ Estudiar la demostración /* 

3. Escalado: 

( ) ( )

( ) 







↔

↔

a

p
X

a
tax

pXtx

.
1

.
 

*/ Estudiar la demostración /* 

4. Derivadas en tiempo y en frecuencia:  
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00.0..

00..

0.

121

2

−−− −−′−−↔

′−−↔′′

−↔′

↔

nnnnn
xxpxppXptx

xxppXptx

xpXptx

pXtx

L

 

*/ Estudiar la demostración /* 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )txtpX

txpX
nnn ..1−↔

↔
 

*/ Estudiar la demostración /* 

ω.j  

σ  α  

Zona de 
existencia 
de ( )pX  
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 Integrales: 

( ) ( )

( ) ( )pX
p

dttx

pXtx
t

.
1

.
0

↔

↔

∫
 

*/ Estudiar la demostración /* 

5. Convolución:  
Si ( ) ( ) ( )thtxty *= , entonces ( ) ( ) ( )pHpXpY .= , siendo ( )pH  la función de 

transferencia del sistema. 
*/ Estudiar la demostración /* 

Apuntes Pág. 124 

Solución de Ecuaciones Diferenciales: 
 
Cuando tenemos un sistema L.T.I. representado por una ecuación diferencial, podemos obtener 
su respuesta en frecuencias, su respuesta impulsiva o su respuesta a la perturbación que se le ha 
puesto utilizando la transformada de Laplace. Para ello, transformamos ambos miembros de la 
ecuación, utilizando la propiedad de derivación. Luego despejamos la transformada que 
queremos obtener. En el otro miembro nos quedará una función racional de p , que podemos 
descomponer en fracciones simples, y utilizar una tabla de transformadas de funciones simples 
para llegar a la función buscada en el dominio del tiempo. 
 
Para descomponer en fracciones simples, recordar que (ejemplo): 

( )
( )( ) ( ) ( ) ( )2

3
2

2

2

1

1
2

21 . tt

k

tt

k

tt

k

tttt

tq

−
+

−
+

−
=

−−
 

y que: 

( )
( )

1

2
2

1

pp
pp

pq
k

=
−

=  � Polo simple 

( )
( )

2
1

2

pp
pp

pq
k

=
−

=  � Polo múltiple, residuo de su multiplicidad 

( )

( )

( )

( )
( )( )

2

12
1

12

12

3 ! 12

1

pp
pp

pq

dp

d
k

=

−−

−












−−
=  � Polo múltiple, residuo en multiplicidad menor  

(se comienza a derivar aumentando el orden mientras decrece la multiplicidad del residuo) 
Apuntes Pág. 133 

Teorema del Valor Inicial: 
 
Sea ( )pX  la transformada de Laplace de ( )tx , entonces: 
 

( ) ( )0.lim xpXp
p

=
∞→

 

*/ Estudiar la demostración /* 

Éste teorema es de utilidad para conocer el régimen transitorio de una señal (comportamiento 
inicial). 

Apuntes Pág. 137 

Teorema del Valor Final: 
 
Sea ( )pX  la transformada de Laplace de ( )tx , entonces: 
 

( ) ( )∞=
→

xpXp
p

.lim
0

 

*/ Estudiar la demostración /* 
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Éste teorema es de utilidad para conocer el régimen permanente de una señal (comportamiento 
al que tiende después de un tiempo). 

Apuntes Pág. 137  

Tabla de Transformadas de Laplace: 
 

Función: ( )tx  Transformada: ( )pX  

( )tδ  1 

( )tu  

p

1
 

( )tut.  
2

1

p
 

( )tut n .  
1

!
+n

p

n
 

( )tue t.α−  

α+p

1
 

( )tuet t.. α−  

( )2

1

α+p
 

( )tuet tn .. α−  

( ) 1

!
+

+
n

p

n

α
 

( ) ( )tut ..cos β  
22 β+p

p
 

( ) ( )tutt ..cos. β  

( )222

22

β

β

+

−

p

p
 

( ) ( )tut ..sin β  
22 β

β

+p
 

( ) ( )tutt ..sin. β  

( )222

..2

β

β

+p

p
 

Apuntes Pág. 139 

Transformada Bilateral de Laplace: 
 
Hasta ahora hemos visto la transformada unilateral de Laplace. Ahora presentaremos su 
expresión más general: 
 

( ) ( )∫
∞

∞−

−= dtetxpX
tp

b .. .  

 
Podemos ver que la transformada de Fourier es un caso particular de la transformada bilateral de 
Laplace ( 0con . =+= σωσ jp ), con región de existencia en el eje ωj . De ello se 
desprende que si existe la transformada de Fourier, existe la de Laplace, pero la recíproca no 
siempre se cumple, porque la zona de convergencia puede no contener al eje ωj . 

Apuntes Pág. 141 

Causalidad y Estabilidad: 
 
Si una señal es causal, es una función “derecha” y su Región de Convergencia es un semiplano 
derecho, a partir de ασ = . 
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Si un sistema es estable, ( )th  tiene una ( )pH  que converge en una región que contiene al eje 
ωj . Vale decir, existe la transformada de Fourier de la respuesta impulsiva del sistema. 

*/ Estudiar la demostración /* 
Apuntes Pág. 145 

Transformada Z 
 
Transformada Z: 
 
Dada una señal discreta [ ]nx , su Transformada Z es: 
 

( ) [ ]∑
∞

−∞=

−=
n

n
znxzX .  

Apuntes Pág. 149 

Transformada Z Inversa: 
 
La transformada Z inversa de una señal es: 
 

[ ] ( )∫
−=

C

n dzzzX
j

nx ..
..2

1 1

π
 

*/ Estudiar la demostración /* 
Apuntes Pág. 154 

Relación con la transformada de Fourier: 
 

Si el módulo de z  es unitario ( ωj
erz .= ), entonces la fórmula de la transformada Z se 

convierte en la expresión de la transformada de Fourier para señales discretas, que es la 
transformada Z de una señal, evaluada sobre la circunferencia unitaria. 
De aquí se puede desprender que siempre que existe transformada de Fourier, existe la 
transformada Z de esa señal, pero la recíproca no siempre se cumple, pues la región de 
convergencia puede no contener a la circunferencia de radio unitario. 

Apuntes Pág. 149 

Relación con la transformada de Laplace: 
 
Si muestreamos una señal continua y le aplicamos la transformada de Laplace, obtenemos la 
siguiente expresión: 

( ) ( )∑
∞

−∞=

−=
n

pTn

s eTnxpX
....  

 

si tomamos pT
ez

.= , obtenemos: 
 

( ) ( ) ( )zXzTnxpX
n

n

s == ∑
∞

−∞=

− ...  

 
Entonces la transformada Z puede verse como la transformada de Laplace de la señal 

muestreada con el cambio pT
ez

.= . 
Apuntes Pág. 168 

Causalidad y Estabilidad: 
 

Cuando [ ]nx  es causal, su ( )zX  converge hacia fuera de un círculo de radio a  y cuando [ ]nx  

es no causal, su ( )zX  converge hacia adentro de una circunferencia de radio a . 
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Una o más señales distintas pueden tener la misma transformada Z, pero distinta región de 
convergencia. Por eso es importante especificarla cuando se determina la transformada de una 
señal. 
 
Para que un sistema sea estable, la región de convergencia debe contener a la circunferencia de 
radio unitario, esto es: debe existir la transformada de Fourier de la respuesta impulsiva del 
sistema. 

*/ Estudiar la demostración /* 
Apuntes Pág. 152 

Propiedades: 
 

1. Convergencias: 

Cuando [ ]nx  es de duración finita, la transformada Z converge en todo el plano, 

excepto tal vez en 0=z  y/o ∞=z  
Si [ ]nx  es bilateral, ( )zX  converge en un anillo. 

2. Linealidad:  
[ ] ( )
[ ] ( )

[ ] [ ] ( ) ( )zYBzXAnyBnxA

zYny

zXnx

.... +↔+

↔

↔

 

*/ Estudiar la demostración /* 

3. Desplazamiento en el tiempo:  
[ ] ( )

[ ] ( )zXznnx

zXnx
n .0

0
−↔−

↔
 

*/ Estudiar la demostración /* 

4. Inversión en el tiempo: 

[ ] ( )

[ ] 







↔−

↔

z
Xnx

zXnx

1  

*/ Estudiar la demostración /* 

5. Conjugación:  
[ ] ( )

[ ] ( )*** zXnx

zXnx

↔

↔
 

*/ Estudiar la demostración /* 

6. Convolución y Multiplicación:  
Si [ ] [ ] [ ]nhnxny *= , entonces ( ) ( ) ( )zHzXzY .= , siendo ( )zH  la función de 

transferencia del sistema. 
*/ Estudiar la demostración /* 

 

Si [ ] [ ] [ ]nhnxny .= , entonces ( ) ( ) ( )zHzXzY *.
2

1

π
=  

*/ Estudiar la demostración /* 

7. Diferenciación en Z:  
[ ] ( )

[ ] ( )
dz

zdX
znxn

zXnx

.. −↔

↔
 

*/ Estudiar la demostración /* 
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8. Escalado en Z:  
[ ] ( )

[ ] 







↔

↔

a

z
Xnxa

zXnx

n .
 

*/ Estudiar la demostración /* 
Apuntes Pág. 155 

Teorema del desplazamiento temporal: 
 
Cuando queremos operar con señales o sistemas causales, la transformada Z se 
convierte en unilateral ( ( )zX u ), comenzando la suma en 0. Cuando desplazamos una 

señal no causal en 00 >n  unidades de muestreo se tiene: 

 

[ ] ( ) [ ]∑
−

=

−−↔+
1

0
0

0

00 ..
n

m

mn

u

n
zmxzzXznnx   

[ ] ( ) [ ]∑
−

−=

−−− +↔−
1

0

0

00 ..
nm

mn

u

n
zmxzzXznnx  

 
Viendo esto gráficamente: 

 
Apuntes Pág. 160 

Solución de Ecuaciones en Diferencias: 
 
Cuando tenemos un sistema L.T.I. representado por una ecuación en diferencias, podemos 
obtener su respuesta en frecuencias, su respuesta impulsiva o su respuesta a la perturbación que 
se le ha puesto utilizando la transformada Z. Para ello, transformamos ambos miembros de la 
ecuación, utilizando la propiedad de desplazamiento. Luego despejamos la transformada que 
queremos obtener. En el otro miembro nos quedará una función racional de z , que podemos 
descomponer en fracciones simples, y utilizar una tabla de transformadas de funciones simples 
para llegar a la función buscada en el dominio de n . 

[ ]nx  

[ ]0nnx +  

[ ]0nnx −  

Muestras que salieron  
(efecto que hay que restar) 

Muestras que entraron  
(efecto que hay que sumar) 

Muestras tomadas en ( )zX u  
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Para descomponer en fracciones simples es el mismo método que para las transformadas de 
Laplace, sólo que en algunos casos, la transformada Z requiere que se divida por z  la expresión 
antes de descomponer y luego se multiplique por z  al final, para lograr obtener más fácilmente 
las antitransformadas desde las tablas. 

Apuntes Pág. 165 

Teorema del Valor Inicial: 
 
Sea ( )zX  la transformada Z de [ ]nx  (una secuencia causal), entonces: 
 

( ) [ ]0lim xzX
z

=
∞→

 

*/ Estudiar la demostración /* 

Éste teorema es de utilidad para conocer el régimen transitorio de una señal (comportamiento 
inicial). 

Apuntes Pág. 164 

Teorema del Valor Final: 
 
Sea ( )zX  la transformada Z de [ ]nx  (una secuencia causal), entonces: 
 

( ) ( ) [ ]∞=− −

→
xzXz

z

1

1
1lim  

*/ Estudiar la demostración /* 

Éste teorema es de utilidad para conocer el régimen permanente de una señal (comportamiento 
al que tiende después de un tiempo). 

Apuntes Pág. 164 

Tabla de Transformadas Z: 
 

Función: [ ]nx  Transformada: ( )zX  Radio de Convergencia 

[ ]nδ  1 todo z  

[ ]nu  

1−z

z
 1>z  

[ ]nun .α  

α−z

z
 α>z  

[ ]nun.  

( )21−z

z
 1>z  

[ ]nun n ..α  

( )2

.

α

α

−z

z
 α>z  

( ) [ ]nun ..cos Ω  

1cos..2

cos.
2

2

+Ω−

Ω−

zz

zz
 

1>z  

( ) [ ]nun ..sin Ω  

1cos..2

sin.
2 +Ω−

Ω

zz

z
 1>z  

( ) [ ]nunn ..cos. Ωα  
22

2

cos...2

cos..

αα

α

+Ω−

Ω−

zz

zz
 

α>z  

( ) [ ]nunn ..sin. Ωα  
22 cos...2

sin..

αα

α

+Ω−

Ω

zz

z
 α>z  

 
Apuntes Pág. 169 Bis 
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Aplicaciones 
 

MODULACIÓN 
 
Modulación: 
 
En comunicaciones es imprescindible valerse de la propiedad de traslación en frecuencia, 
debido a que es deseable trasladar el espectro de una señal y centrarlo en una frecuencia 
determinada para, por ejemplo, disminuir costos en antenas. Para ello nos valemos de la 
propiedad de multiplicación. 
Multiplicaremos nuestra señal ( )tx  por una señal ( ) ( )ttx cc .cos ω= , donde cω  se llama 

“frecuencia portadora”, y es la frecuencia donde centraremos el espectro de la señal. Éste 
producto lo hacemos para obtener: 
 

( ) ( ) ( )[ ]cc XXjY ωωωωω −++=
2

1
 

*/ Estudiar la demostración /* 

 
lo que significa que, gráficamente: 

 
Apuntes Pág. 172 

FILTRADO DE SEÑALES 
 
Definiciones de Filtro: 
 
Definición 1:  
El filtro es todo sistema que procesa una señal, separando la parte esencial o útil de otras 
componentes no deseadas. 
 
Definición 2: 
Un filtro es un sistema que modifica en alguna medida el espectro de amplitud y/o el de fase de 
una señal de entrada. 

Apuntes Pág. 174 

Clasificación: 
 
Existen tanto en tiempo continuo como en tiempo discreto, cuatro tipos fundamentales de 
filtros: 

1. Pasa bajos 
2. Pasa altos 
3. Pasa banda 
4. Corta banda 

Apuntes Pág. 174 

( )ωX  

( )ωY  

cω  cω−  ω  

Espectro de la señal original 

( )cX ωω −.
2

1
 ( )cX ωω +.

2

1
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Respuesta en frecuencia de los filtros selectivos ideales: 
 
Filtro Tiempo Continuo Tiempo Discreto 

Pasa 
bajos 

  
Pasa 

altos 

  
Pasa 

banda 

  
Corta 

banda 

  
  En tiempo discreto los espectros de los 

filtros son periódicos cada π2  
 
Estas características son las de filtros ideales, pero no son realizables físicamente. 

Apuntes Pág. 175 

Filtros Analógicos: 
Filtro de Butterworth: 
 
Su magnitud de respuesta en frecuencia tiene la forma: 
 

( )
N

jH
.2

2

1

1

ω
ω

+
=  

 
donde N  es el orden del filtro y 1=cω . Conforme aumenta el orden, el filtro de 

Butterworth se aproxima mejor al pasa bajos ideal. 
 

ω  

( )ωjeH  

1 

2cω  0  π.2  1cω  

ω  

( )ωjeH  

1 

2cω  0  π.2  1cω  

ω  

( )ωjeH  

1 

cω  0  π.2  
cω−  

ω  

( )ωjeH  

1 

cω  0  π.2  
cω−  

ω  

( )ωjH  

1 

2cω  0  
1cω  

ω  

( )ωjH  

1 

2cω  0  
1cω  

ω  

( )ωjH  

1 

cω  0  

ω  

( )ωjH  

1 

cω  0  
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La función de sistema del filtro está relacionada con los polinomios de Butterworth 

( )sPN  de la siguiente manera: 

( )
( )sP

sH
N

1
=  

 
Como el corte entre la banda de paso y la eliminada no es neto, hay una banda de 
transición: 

 
 
Para adaptar a cualquier caso particular las fórmulas, basta con reemplazar s  por 

cs ω/ . 
Apuntes Pág. 176 

Filtro de Chebyshev: 
 
La expresión matemática característica es: 
 

( )
( )ωε

ω
NC

jH
.1

1
2

2

+
=  

 
donde ε  es la tolerancia en la banda de paso y ( )ωNC  son los polinomios de 

Chebyshev de orden N . 
Tiene la forma: 
 

 
 

pωω /  

( )ωjH  

1 

pω  0  
ps ωω /  

2δ  

21

1

ε+
 

ω  

( )ωjH  

1 

pω  0  
sω  

11 δ+  

11 δ−  
2δ  

Banda de transición 

ω  

( )ωjH  

1 

1=cω  0  

707,0  
1=N  

4=N  
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La ventaja principal frente al filtro de Butterworth es que la banda de transición es más 
estrecha, pero la desventaja es que tiene rizos en la banda de paso, cosa que no es 
siempre deseable. 

Apuntes Pág. 178 

Filtros Digitales: 
 
Se pueden clasificar como Filtros de Respuesta Impulsiva Infinita (I.I.R.) o de Respuesta 
Impulsiva Finita (F.I.R.), de los que los últimos no tienen contrapartida en el dominio analógico. 

Apuntes Pág. 181 

Técnicas de Diseño para filtros I.I.R.: 
a) Diseño por invarianza al impulso: 
 
Consiste en utilizar las técnicas de diseño analógicas, y luego muestrear la 
respuesta impulsiva del filtro para adaptarla al caso digital. Utiliza tablas de 
equivalencia entre transformada de Laplace y transformada Z para el caso de la 
función del sistema. La desventaja es que produce aliasing, lo cual no se 
soluciona aumentando la frecuencia de muestreo. 

Apuntes Pág. 182 

b) Diseño por transformación Bilineal: 
 
Se propone una transformación para el dominio z  en un dominio s . La 
mencionada transformación es: 

1

1

1

12
−

−

+

−
=

z

z

T
s  o 

( )
( ) sT

sT
z

.21

.21

−

+
=  

Y puede obtenerse una relación entre la frecuencia en radianes y la de radianes 
por segundo, la que es: 








Ω
=

2
tan

2

T
ω  

Se utilizan los mismos procedimientos analógicos y se transforma con las 
fórmulas al caso discreto. 

Apuntes Pág. 183 

Filtros Digitales F.I.R.: 
 
Un filtro F.I.R. de longitud de N  muestras para [ ]nh  tendrá fase lineal si verifica la 
simetría: 

[ ] [ ]nNhnh −−= 1  
Apuntes Pág. 184 

Ventanas: 
 
Las ventanas sirven para truncar los espectros de los filtros, para que se vuelvan 
causales y de longitud finita. 

Apuntes Pág. 185 

Procedimiento de Diseño de Filtros F.I.R. (Fase Lineal): 
 

1. De los datos de ( )ΩH  podemos antitransformar y hallar [ ]nh . 

2. Se multiplica [ ]nh  por la función de ventana elegida. 

3. Se obtiene la función filtro ( )zH  transformando dicho producto. 

4. Desplazar la ( )zH  para hacerla causal, multiplicando por pz− , con p  
número de intervalos a desplazar hacia la derecha. 

Apuntes Pág. 185 


