UNIDAD DIDACTICA 11
ECUACIONES e INECUACIONES

Temario: Resolucion de ecuaciones en una variable. Resolucion de inecuaciones
en una variable. Ecuaciones e inecuaciones usando valor absoluto. Ecuaciones
logaritmicas y exponenciales.

Ecuacion de la recta, elementos, representacion geométrica. Ecuacion de una
recta conocido un punto y su pendiente. Ecuacidon de una recta conocidos dos
puntos. Paralelismo y perpendicularidad de rectas.

Sistema de ecuaciones lineales con dos incdgnitas. Conjunto solucién. Sistemas
equivalentes. Sistemas compatibles determinados e indeterminados. Sistemas
incompatibles. Interpretacion geométrica. Resoluciéon por método de
sustitucion, igualacion. Aplicaciones a la geometria. Ejercitacion y problemas.

Introduccion

Para resolver problemas de cualquier indole, de la vida cotidiana, de las
ciencias, de ingenieria, de ciencias sociales, generalmente se utilizan
herramientas de modelizacion matematica. Pero, écudl es el significado de
modelizar matematicamente una situacion problematica?

Un modelo es una representacion selectiva y simplificada de la realidad. El
modelo es una representacion porque sustituye a la realidad. Se construye
primero en la mente de la persona, a partir de la percepcién del sistema real.
Luego puede volcarlo a un esquema, una maqueta, formulas matematicas,
enunciados verbales, entre otros. La representacion es selectiva y simplificada,
porque no toma todos los elementos de la realidad, sino sélo los que nos
parecen importantes.

Generalmente luego de modelizar un problema de ingenieria, se utilizan las
ecuaciones, las funciones, la geometria, como una herramienta para hallar las
posibles soluciones. Es importante la etapa de validacién o comprobacion de las
soluciones halladas en el problema real.

Ecuacion Lineal
éQué es una ecuacion?
Es una propuesta de igualdad en donde pueden aparecer una o mas incognitas
involucradas en una expresion algebraica. Dependiendo del tipo de expresion
algebraica que aparezca en la igualdad sera el tipo de ecuacion, y el camino a
seguir para resolverla. Resolver una ecuacioén significa encontrar el o los valores
de la o las variables (si es que existen) que hagan que la igualdad sea valida.
Ecuacion lineal: es una propuesta de igualdad en donde la incognita aparece en
una expresion elevada a la potencia uno.
Ejemplo: (ecuacion lineal con una incognita)

2X+3=4x-5

Ecuaciones equivalentes: dos ecuaciones son equivalentes si tienen el
mismo conjunto solucidn. Por ejemplo 3x-7=23y 5x-4=66-2x
son equivalentes pues ambas tienen como solucién a x=10
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Transformaciones que mantienen la equivalencia:
e Sumar o restar la misma expresion en los dos miembros de la igualdad.
e Multiplicar o dividir los dos miembros de la igualdad por el mismo
numero distinto de cero.

¢Siempre es posible calcular la solucién de una ecuacion? élas soluciones son
Unicas?
e Halla, si existe, la solucion de la ecuacion

2.X+3 =5,
Para resolver la ecuacion dada anteriormente, se suma a ambos miembros el
opuesto de 3 (con esta operacion no se modifica el conjunto solucion de la
ecuacion)

2X+3+(-3)=5+(-3)
2X = 2

Multiplicando por el inverso en ambos términos de manera conveniente, no se
modifica el conjunto solucién de la ecuacion

1 1

(3)2x=(;)2

x=1

e Halla, si existe, la solucién de la ecuacion
3.X-X = 2.X

En este ejemplo, habran obtenido 0.x = 0. {Cuantas soluciones tiene esta
ecuacion?

e Halla, si existe, la solucién de la ecuacion
X+5=xX

En este ejemplo, habras obtenido 5 = 0.x éCuantas soluciones tiene esta
ecuacion?

En el siguiente espacio, resume en cuanto al tipo de soluciones que puede
tener una ecuacion lineal:

Realiza los siguientes ejercicios:
1) Encuentra el conjunto solucion de las siguientes ecuaciones lineales y
verifica.
a) 2.(3+2x)=3.(x—-4)
b) 6-x=-x+9

0 5-22%—x-3

d 3.(2-x)=-3x+6
e) 09t=04-0,1t
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2)
a)
b)
C)
d)
e)
f)
g)
h)
i)
j)
k)
)

f) 8x-(2x+1)=3x-10
9 3 -
hy 5-(2x-1)=10

Expresa en simbolos:

Un ndmero disminuido €N'5 ....ccvvviveiiirreeriiinneeeeeenneen,

Un nimero aumentado en 3 .....ocoevvviviiviiiiiiniieieeeeeeeeeen,

El doble de un NUMEro ........coevvrrveiiivviniiicceeeeee e,

La mitad de un NUMEro ......cevvveevireerenniiiie e eeeennnaann,

El consecutivo de Un NUMENO .....uuuveeeeiiiiiiieiieeeeeeeeeeeeeeee

El anterior de un NUMErO .......cevvvvvviiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeee,

UN NUMEIO P cecvvvvrrriiniiiiiiiseeeeeeseeaseeeeeeens

Un NUMEro iMPar .....ccevvvveeeeeeevrennnnnnnnneeees

El consecutivo par de un NUMEr0 Par ........ceveiieeeereeieeeeeeeeeeesennnnns
El triple del anterior de un NUMEro .........covvvviviiviviniiiccn

El cuadruplo del consecutivo de un NUMErO ......coceevvvviiireeeeennnnnnn.s
El siguiente del doble de un NUMEro ..........coevverirrrivininnicscienn,

m) El anterior del triple de un NUMEro .........coovvvvviirvviniiiccccenne e,

n)
0)
p)
q)
r
S)

t)
u)

V)
3)
a)

b)

El 20 % de una cantidad X .....ccoeeuviiiiiiiiiiiici e

Si una tarifa esta dada por x, una tarifa y media sera ...............

El perimetro de un cuadrado de 1ado X ....c.evvvvvvvviiiiiiiiiiiiieeeeeeen,

El perimetro de un rectangulo de ancho x yaltoy ......ccccceeeeene.

El area de un rectangulo de ancho x y altoy .....ccccccciicvicnnnnnnnnn.

Si el costo de fabricar una maquina es de $ 150, indica el costo de
fabricar x maquinas .......

La cantidad x supera a la cantidad y en 2 .......coovvviiiiniiiinnniicnnnnes

Juan recibira 34 de lo que recibid Ana ( indique con x la cantidad recibida
por Ana)

Luis recibira la mitad de lo que recibid Juan .........ccccececeiiieennennnnn.

Plantea y resuelve (si es posible) los siguientes problemas:

Luis ha resuelto 2 x + 3 ejercicios, Ana resolvido 4 x — 5 y Juan resolvié
3 x + 4. Si en total han resuelto 47 ejercicios, écuantos resolvid cada
uno?

Carlos obtuvo calificaciones en los examenes parciales de 80, 83, 71, 61
y 95. Va a presentar un ultimo examen que cuenta como dos examenes
parciales, es decir su nota se repetira. ¢Cuanto necesita obtener en dicho
examen para alcanzar un promedio de 80?

La suma de tres ndimeros consecutivos es igual a 126. ¢Cudles son
dichos nimeros?

Al aumentar en 3 cm el lado de un pentdgono regular, su perimetro
resulta 35,5cm. ¢éCudl era el lado del pentagono inicial?

La suma de tres numeros consecutivos es igual a 46. éCuales son dichos
numeros?

Un distribuidor de automdviles, en una liquidacion, reduce el precio de
lista de los modelos del afio anterior en un 20%. Si cierto modelo tiene
un precio rebajado de $ 8000, écual era su precio original?
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g) Si en el seminario universitario de Matematica se exige el 75% de
asistencia, y se cuentan con 13 semanas de clase. ¢A cuantas clases
debe asistir un alumno para no quedar libre?

h) Cortando un cuadrado de 20 cm de perimetro por una paralela a uno de
los lados, se obtienen dos rectangulos. El perimetro de uno de ellos es
de 12 cm. éCual es el perimetro del otro?. Realiza un esquema de la
situacion.

i) Un fabricante de casas rodantes reduce el precio de un modelo en un
20 %. Si el precio rebajado es de $125000, écudl era su precio original?

j) Una herencia de $ 900 000 debera repartirse entre Katy, Miguel y Daniel
de la siguiente manera: Miguel recibira 34 de lo que obtenga Katy,
mientras que Daniel obtendra la mitad de lo que reciba Katy. {Cuanto
recibird cada uno?

k) Una molécula de azlcar tiene el doble de atomos de hidrégeno que de
oxigeno y un atomo mas de carbono que de oxigeno. Si una molécula de
azucar tiene un total de 45 atomos. ¢Cuantos atomos de carbono,
cuantos de oxigeno y cuantos de hidrogeno hay en una molécula de
azucar?

[) Al cerrar la caja de un comercio, se totaliza $ 10610. El cajero observa
que la cantidad de billetes de $ 50 es la mitad de la cantidad de billetes
de $ 100, la cantidad de billetes de $ 5 es el triple de la cantidad de
billetes de $ 50 y que la cantidad de monedas $ 1 es un cuarto de la
cantidad de billetes de $50. ¢Cudntos billetes de cada denominacion
hay?

m) En una planta de tratamiento de alcohol, se disponen de dos maquinas
embotelladoras. La primera llena 300 botellas por hora y la segunda 500
botellas a la hora. éCuanto tiempo tardara en preparar un pedido de
10000 botellas?

n) Por cada hora extra un trabajador recibe un 50% mas que por cada hora
basica. Si por 48 horas de trabajo (de las cuales 40 fueron horas basicas)
recibié un salario de $ 88,4. ¢Cual es el salario por hora basica y por
hora extra?

0) En un juego de basquetbol, un equipo anoté 70 puntos y la cantidad de
canastas que se hizo fue el triple que la cantidad de tiros libres.
¢Cudntas canastas anotd? (Cada canasta vale 2 puntos y cada tiro libre
un punto)

p) Se van a plantar arboles, a distancias regulares, a uno de los lados del
camino que une dos casas. Si se plantan cada 30 m, se necesitan 18
arboles mas que si se plantan cada 35 m. éCudl es la distancia entre las
casas?

q) En las elecciones para presidente, el candidato A obtuvo 5919 votos mas
que el candidato B. Si entre ambos hubo un total de 18653 votos.
¢Cuantos votos obtuvo cada uno?

4) Inventa una ecuacién que tenga como Unica solucién a x=3. Y otra que
tenga infinitas soluciones.

5) Inventa un problema que se resuelva con una ecuacidon. Pasalo a un
compafero para que lo resuelva.

4
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Ecuaciones con Valor Absoluto

Ecuacion modular o con valor absoluto: es una ecuacion en donde las variables
se ven afectadas por valor absoluto. En este caso hay que distinguir las
distintas posibilidades de la expresion afectada por el valor absoluto, para
poder plantear las ecuaciones equivalentes para hallar todas las posibles
soluciones.

Por ejemplo, si la ecuacion es

IX| =3
entonces x= 3 o bien x= -3

Por ejemplo, si la ecuacion es
|5x+2]| =3
entonces:

5x+2 =3 obien 5x+2=-3

Y luego se resuelven ambas ecuaciones y asi se encuentran las soluciones
posibles para dicha ecuacion.

Realiza los siguientes ejercicios:
6) Halla, si existen, el o los valores que verifican cada una de las siguientes

ecuaciones:
a) |x+2| =8
b) |x|+8 =3
c) |v-2| =3
d) |10-x| =5
e) |6-2t] =4
f) |3x+18| =0
g) -Ix| =-1-9]-[-1,5]
h) [x-1] = [1-4]
i) - |rl =-6+|r|

Inecuaciones Lineales

Es una propuesta de desigualdad vinculada a los valores mayores o menores
que otro, que tiene como solucién (si es que existe) uno o mas intervalos
reales.

Inecuaciones equivalentes: dos inecuaciones son equivalentes si tienen el
mismo conjunto solucidn. Por ejemplo x<10 y 2x<20 son equivalentes pues
ambas tienen el mismo conjunto solucion.

Transformaciones que mantienen la equivalencia:
e Sumar o restar la misma expresion en los dos miembros de la
desigualdad.
e Multiplicar o dividir los dos miembros de la desigualdad por el mismo
numero positivo distinto de cero.
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Ejemplo 1:
Desigualdad lineal
2X+4<6
Para resolver: sumamos el opuesto de 4 en ambos miembros de la desigualdad
2x+4-4<6-4

2X< 2
Multiplicamos por inverso de 2 en ambos miembros
1 1
G2 <(3)2
x<1
Conjunto solucién: S= (-c0, 1)

Ejemplo 2:
2X+4<6
Para resolver: sumamos el opuesto de 4 en ambos miembros de la desigualdad
-2x+4-4<6-4
-2 X< 2
Multiplicamos por el inverso de -2 en ambos miembros
Al multiplicar por un nimero negativo, cambiamos el signo de ambos miembros
de la desigualdad, por lo que se invierte la relacién de desigualdad.

(=3) x> (-3).2

x>-1
S= ('1100)
____________________________ __.O } —
-1
Ejemplo 3:
Para resolver la siguiente inecuacion:
4< 3x-1<7

Trabajamos simultaneamente en los tres miembros de la desigualdad
4+1<3x-1+1<7+1

5<3x <8
5(3)<3x (5)<8(3)
G) <x<()
= (39 |
Grafica como un intervalo el conjunto solucion anterior.

Ejemplo 4:
Para resolver la siguiente inecuacion:
X —3<4x+5
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Agrupamos los términos con “x” de un mismo lado de la desigualdad.
X—3—-X<4x +5—X
-3-5< 3x

8(3) = 3x(3)
S=[-8/3;0)

____________________________ -

-8/3

A 4

Desigualdades con valor absoluto:
Por ejemplo:
|X| < 4 se resuelve planteando que -4 < x < 4 S=(-4,4)

| 2x — 5| £ 7 se resuelve planteando la desigualdad que surge a partir de la
definicion de valor absoluto y luego operando.

-752x-5<7

-7 +5< 2x-5+5<57+5
-2 <2x< 12
() 2= ()x= ()2
-1<x<6

S=[1,6]

‘ 3 2 3 4 5 9

|X|> 5 se resuelve planteando que X< -5 o bien X>5

S= ('Ool 'S)U(S,OO)

= % ; ; i

| 2x = 5| > 7 se resuelve planteando que 2x -5 < -7 o bien 2x-5>7
2x -5 < -7
2x-5+5<-7 45
2X< -2
2x/2 <-2/2
x<-1
S1=(-00, -1)
2X-5>7
2X-5+5>7+5
2x> 12
2x/2 >12/2
X>6
Sz= (6,00)
Luego el conjunto solucion es S, siendo S = S; U S,= (-0, -1)U(6,0)
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Realiza los siguientes ejercicios:
7) Resuelve las siguientes inecuaciones:

a) 3+x=6
b) Z+I>5
2 3
C) —42+x <1
d) 2<2x-4<6
e) -3<-9-4x <11
f) 2x -4 > 6x
g) -1 < (5-2x)<1
h) | x=2|<5
i) | x+5[=2
i) Ix=1[>3
K) | x+4|<1
D | x+2|<](-3).4|
m) | (-1).(x+5)|> 9 = (-2)
n) 3|x —5]-1<2|x - 5|
0) 2| X +3|>2 +]| x+3|

8) Resuelve los siguientes problemas:

a) Determina el conjunto de todos los nimeros reales tales que su distancia
a 3 sea mayor o igual que 4.

b) Determina el conjunto de todos los nimeros reales tales que su distancia
a -3 sea menor a 5.

c) La carga maxima que puede transportar un camion es de 3500 kg. Si se
sabe que en cada viaje transporta como minimo 2800 kg, écuantos
paquetes de 70 Kg puede transportar en cada viaje?

d) Con 11,2 litros de agua alcanza y sobra para llenar 7 botellas iguales pero
no para llenar 8 de esas botellas. Mediante inecuaciones indicar entre qué
valores se halla la capacidad de las botellas.

e) El peso maximo que soporta un ascensor es de 225 kg. Un hombre de 72
kg, transporta consigo balles los cuales pesan cada uno 21,75 kg.
¢Cuantos balles puede transportar?

f) En un ascensor se cargan 3 cajas de igual peso mas un bulto de 25 kg. Se
sabe que la carga maxima que soporta el ascensor es de 110 kg.
Utilizando una inecuacidon encontrar el conjunto de valores (en kg) que
pueden tener las cajas.

g) En una camioneta se cargan 3 cajas de igual peso y otro bulto de 400 kg.
Plantee una inecuacion y halle entre qué valores puede oscilar el peso de
cada caja sabiendo que la carga maxima de la camioneta no puede
superar los 1500 kg.

h) En una playa de la costa marplatense alquilan motos acuaticas y cobran

8
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$50 mas $2 por kildmetro recorrido. En una playa en Miramar cobran sélo
$6 por kildbmetro recorrido. Utilizando una inecuacion, responde a partir de
cuantos kildmetros conviene alquilar en Mar del Plata.

ECUACIONES EXPONENCIALES

Se llaman ecuaciones exponenciales a las ecuaciones en las que en algun
miembro aparece una expresion exponencial -potencia de base constante
(numero) y exponente variable (x, y, etc)-. Son aquellas en las que la
incognita aparece en un exponente o en mas de uno. Para resolverlas
debemos aplicar las propiedades de la potenciacién (sin olvidar que a)0 vy

a=l)).

Por ejemplo: 5+ =20
Inicialmente, como en cualquier ecuacion, se trata de encontrar algun valor de
X que cumpla la igualdad.

1. RESOLUCION NUMERICA

1. Si es posible se expresan ambos miembros como potencia de
una misma base.

2. Si la ecuacion tiene sumas y restas de potencias de una misma
base se extrae factor comin a”* .

3. Si no es posible ninguno de los casos anteriores, aplicamos
logaritmos decimales o naturales en ambos miembros.

4, Si alguna expresion aparece repetida resulta conveniente hacer
un cambio de variable quedando generalmente una ecuacién
cuadratica.

5. En todos los casos se verifica la ecuacion con el valor de la

incognita obtenido (conjunto solucion).
Ejemplos:

«» Expresando ambos miembros como potencias de la misma base

X+3
()
27

[3 j :(3 j se expresan ambos miembros como potencias de la

misma base

3_6X =3_3(X+3) potencia de potencia, los exponentes se

multiplican

—6X _a—3x-9 . .,
3 =3 por ser las base iguales los exponentes también lo
son
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-6x=-3x—-9 =-3x=-9 = Xx=3 = S={3}

Verificamos reemplazando el valor de x hallado en la ecuacién dato

9—33:(ij3+3
27
» -
3 18 =3 18

Se verifica la identidad, luego el valor hallado para x es el correcto.

% Extrayendo factor comun

5**2-105.5*" 1 =100
5%, 52—-105.5%. 5= 100 aplicamos propiedades de la potencia
5%(5%2—-105.5%) =100  sacamos factor comdn 5%
5¢(25-21) =100
o 190 s
4
5% = 52 por ser las base iguales los exponentes también lo son
X=2
S={2}
Verificamos reemplazando el valor de x hallado en la ecuacion dato
52%2-105.5%"1=100
5*-105.5 =100
625 — 525 = 100
100 = 100
Se verifica la identidad, luego el valor hallado para x es el correcto.

« Aplicando logaritmo a ambos miembros

2X=5
log 2* = log 5 aplicamos logaritmo decimal a ambos miembros
X.log 2 =log 5
x=1995_ 535103
log 2
S={ 232193}

Verificamos reemplazando el valor de x hallado en la ecuacién dato

22,32193 = 5

5 =5
Se verifica la identidad, luego el valor hallado para x es el correcto.

+» Mediante cambio de variables

4-22"1-8=0
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(2 -2%.2'-8=0
(2°-2.2-8=0

7> —2z-8 =0 Sustituimos z = 2* y obtenemos una ecuacién cuadratica en z

2+,/4-4.1.(-8) 2+.36 2+6
2 2 2

212 =
z1=4y z,=-2

Reemplazamos en la sustitucién cada valor de z y despejamos, si es posible, el
valor de x

Si:zy =4 Si:z; =-2

2" = 2 =-2

22X =2° log 2* = log (=2) !! no es posible hallar el valor
de x

X=2

Luego, la Unica solucion es x = 2

Verificamos reemplazando el valor de x hallado en la ecuacion dato
4<—2*1_8=0

42-2°*1-8=0

16-8-8=0

0=0

Se verifica la identidad, luego el valor hallado para x es el correcto.

Realiza los siguientes ejercicios

9) Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales
a) 97 =(@/27)*
b) 3**" =3
C) 3x+1 — 4x—l
d) 5% _105.5*" =100
e) 9x2+2x73 1
f) 9*-2-3"-3=0
g) V5 - (1/5)>* = 25%
h)y e*+e 7 =2
j) 4718 =16.2°%

ECUACIONES LOGARITMICAS

Son aquellas en las cuales la incognita aparece en el argumento de un
logaritmo o en mas de uno.
log(x +6)=1+log(x—3)
11
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El logaritmo que suele aparecer en las ecuaciones logaritmicas es el decimal
o el neperiano, y normalmente la misma base en toda la ecuacién.

Para resolverlas, aplicamos la definicién y propiedades de los logaritmos,
obteniendo el conjunto solucion.

RESOLUCION NUMERICA

a) Si es posible, para despejar la incognita contenida en el argumento, se
aplica la definicion de logaritmo.

b) Si los logaritmos tienen distinta base aplicamos el cambio de base.

c) Si la ecuacidén tiene sumas y restas de logaritmos aplicamos las
propiedades de producto y cociente (propiedad inversa).

d) Si la ecuacion tiene sumas y restas de logaritmos y el segundo miembro
esta igualado a cero, igualamos los dos logaritmos teniendo en cuenta
que los logaritmos de igual base son iguales si sus argumentos lo son.

e) En todos los casos se verifica la ecuacion original con el o los valores de la
incognita obtenida (conjunto solucién), descartando aquellos valores que
den un argumento menor o igual que cero.

Ejemplo:
a) log®x+logx* =3
Iog2x+2logx—3= 0

Efectuamos un cambio de variables en el que: log x = z, luego:
7°+22-3=0

a=1
b—2 _—2+./4-4(-3) —214321=—3

z

c=3

e 75 =logx
-3 =log x, por lo que aplicando la definicién de logaritmo
103 =X
0.001 =x3

e 2,=log x
-1 =log x, por lo que aplicando la definicién de logaritmo
10" =x
10 = X2
S={0.001;10}

Verificamos los valores de x obtenidos:

e Parax; = 0.001
log 0.001% + (log 0.001)*= 3
log 0.000001 +( log 0.001)? = 3

6 + (-3)°=3
6 +9 =3
3=3
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e Parax; =10
log10® +( log 10)* = 3
log 100 + (log 10) 2 = 3
2 +1=3
3 =3

Luego los valore hallados para x son correctos.

b) logy x+logg x+10gqg Xx=7

Aplicamos el cambio de base de: logaritmo en base 16 y logaritmo en base 4 a
logaritmo en base 2.

= log, x  logs X

lo = =
J4 log, 4 2
l0gyg X = log x _ log o X
log,16 4

1 1
Iog2x+log4x+loglﬁx=7:>Iog2x+zlogzx+zlog2x=7

%Iogzx:7z>log2x:§:4:>x:16

Verificamos el valor de x obtenido:

log» 16 + log 4 16 + log 16 16 =7 Aplicamos la definicién de logaritmo

4 + 2 +1=7
7=7

Luego, el valor obtenido para x es correcto.

c) Iogz(x2 —7x+8)—|ogz(1—x):1

Como la ecuacién tiene una resta de logaritmos, aplicamos la propiedad de
cociente

2 J—
W

Ahora aplicamos la definicidon de logaritmo

2 2 _
21:LX+8:>2=LX+8:>X2—7X+8=2(1—X)

1-x 1-x
+/25— +
x2—7x+8—2(1—x):0:>x2—5x+6:0:>x:5_ 2524 51

2 2

13
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Verificamos los valores de x obtenidos
e X3=3
2 _
Iog2(3 —1. 3+8)— Iog2(1—3)—1
log, (—4) —log(-2)=1
Pero...la funcidn logaritmica no esta definida para valores negativos, luego 3

no es solucidn de la ecuacion.
e Xp=2
log 5 (22 =
092(2 -7 2+8)— log,(1-2)=1
log 5 (~2)—log(-1)=1
Pero...la funcion logaritmica no esta definida para valores negativos, luego 2

no es solucion de la ecuacion.
Luego la ecuacién no tiene solucién.

"En algunas ecuaciones logaritmicas podemos obtener soluciones
numéricas que no son vdlidas, lo que nos obliga a comprobar las
soluciones obtenidas en la ecuacion inicial para decidir sobre su
valideZz'

Veamos un ejemplo mas:

Si la ecuacidn tiene sumas vy restas de logaritmos y el segundo miembro esta
igualado a cero, igualamos los dos logaritmos teniendo en cuenta que los
logaritmos de igual base son iguales si sus argumentos lo son iguales.

d) log(x +6)—log(2x —1)=0

log(x +6) = log(2x —1)

para que esta ecuacidn sea cierta

(x+6)=(2x-1)=>x=7

Realiza los siguientes ejercicios

10)Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas
a) log,(x+4)+log,(x—4)=2
b) 2-log, x* —2-log, (—x) = 4
c) log, (x* —7x+8) +log,(1—x) =1
d) log z(x+1)—logs(x+1) =log; 7

14
&) Inxz—ln\fz3
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ECUACIONES DE LA RECTA

La ecuacidon de una recta a partir de la pendiente e interseccidon con el eje vy,
esta definida por la siguiente expresion:
y =mx+ b siendo m y b nimeros reales.
m: es la pendiente de la recta
b: es la ordenada al origen

Observa las siguientes graficas:

/

/ x\ \
En la primera grafica, la recta tiene pendiente positiva ya que el angulo
determinado por la recta y el eje x, es menor de 90°. En la segunda grafica, la
recta tiene pendiente negativa, ya que el angulo determinado por la recta y el
eje x, es mayor de 90°, mientras que en la tercera, la recta tiene pendiente
nula, es paralela al eje x. Si la recta es paralela al eje y (cuarta grafica), el

angulo que forma con el eje x es igual a 90°, el valor de la pendiente se hace
extremadamente grande (infinito).

¢Coémo se determinan el valor de m y de b? Lo desarrollaremos a partir del
siguiente problema:

Un resorte esta sujeto al techo de una casa. El resorte mide 5 cm. Por cada kg
de masa colgada se estira 2 cm. Si se cuelga un cuerpo de masa 4 kg se calcula
de la siguiente manera:

2-4+5=13
Bajo estas mismas condiciones, écudl es la longitud del resorte si se cuelga un
cuerpo de masa 6kg? y si es de 8 kg?
Esta situacion se puede expresar mediante una expresién que vincula la
longitud del resorte con la masa del cuerpo colgada en él.
Para seguir avanzando en este estudio, recordemos lo que estudiamos con
ecuaciones.
Si se simboliza con “y” la longitud del resorte, y con “x” la masa del cuerpo
sujeto al resorte, équé expresion se obtendra?
Esta expresion permite calcular cudl es la longitud del resorte segin la masa
sujeta a él.

15
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Para la representacion de los puntos de coordenadas (X,y) que satisfacen esta
ecuacién que relaciona las variables antes indicadas, se sugiere completar la
siguiente tabla y luego ubicar dichos puntos en un sistema de coordenadas:

X y
(cantidad de (longitud del resorte
masa en kg) en cm)

1

o |

0,7 |
.......... 8

Como la expresion algebraica que se obtuvo anteriormente fue: y=2-x+5,
seguramente la grafica tiene las siguientes caracteristicas:

4 Longitud del resorte en cm

w
s

a Masa sujeta al resorte en kg
5 [} H 10 15 20 2 30

Al observar que la grafica obtenida estd dada por puntos alineados que

pertenecen a una misma recta, se podrian plantear los siguientes interrogantes:

e La recta a la cual pertenecen los puntos representados épasa por el
punto (0;0) -origen del sistema de coordenadas-? ¢Por qué?

e Si se piensa en términos de la situacion, se dird que si no se cuelga
ningun peso en el resorte, este mide 5 cm, por lo que la recta no pasa
por el origen de coordenadas. Es decir, que el punto de coordenadas
(0, 5) pertenece a la recta representada.

e Como se ha dicho, la ordenada al origen es la interseccion con el eje y,
por lo que el valor de la abscisa es 0, entonces basta calcular el valor
numérico que toma la variable y para x = 0 y el resultado es el valor
numérico es la ordenada al origen.

16
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DETERMINACION GRAFICA DE LA PENDIENTE - INCREMENTOS

Vimos que para determinar el valor de la ordenada al origen teniamos que
ubicar sobre el eje y el valor del coeficiente b. Dicho de otro modo, la ordenada
al origen esta representada por la interseccion de la recta con el eje y, es decir,
para x = 0.

En cambio para obtener el valor de la pendiente a solamente hemos podido
determinar con exactitud su signo: sera positivo cuando el angulo a < 909, y
sera negativo cuando o > 90°.

Veremos ahora como hacer para determinar con exactitud su valor. Definiremos
el valor de la pendiente como el cociente entre la variacién de ordenadas vy la
variacion de abscisas.

_4Ay
AX

a

Para tener en cuenta el signo, que debe coincidir con lo que ya sabemos, se
consideran dos puntos cualesquiera de la recta y se los une recorriendo las
proyecciones sobre los ejes y y x. Si el recorrido en y se hace hacia arriba se
considera positivo; si se realiza hacia abajo se considera negativo. Para el eje x
si el recorrido se hace a la derecha sera positivo; si se hace hacia la izquierda
se considerara negativo. Como la pendiente es un cociente, se aplica la regla de
los signos.

Realiza el siguiente ejercicio:

9) Dadas las graficas de 4 rectas en un diagrama cartesiano y sus
intersecciones con los ejes, determine las ecuaciones de dichas rectas con
el procedimiento anterior.

Es conveniente comenzar con el valor de ordenada al origen b y luego utilizar
las variaciones Ay y Ax, respetando los signos, para hallar un segundo punto
de la recta.

17
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+Y

2 /

A
N

+

v X

y4\

Y1= y2 -
Y3 = Ya =

RECTAS HORIZONTALES Y RECTAS VERTICALES

Para describir una recta horizontal, sabemos que la pendiente es NULA y su
ecuacién entonces es de la forma y = b.
A

y=b

»
»

Para describir los puntos de una recta vertical, en cambio se dice que la
pendiente es indefinida y su ecuacién entonces es de la forma x=a.

X=a

v
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DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

Para determinar la distancia entre dos puntos p; y p,, de los cuales se conocen
sus coordenadas pi(Xiy1) Y p2(X2;y2), bastara con aplicar el teorema de
Pitdgoras en el triangulo formado por las variaciones de abscisas (Ax) y
ordenadas (Ay) como catetos y calcular el valor de la hipotenusa que es la
distancia entre dichos puntos.

d=/AX* +AY®  siendo AX=X,—X, y  Ay=y,—V,

Se observa lo dicho en el siguiente grafico:
Sean pi(-2, 4) y p2(0, 1) dos puntos entre los que se quiere medir la distancia.
Se calcula las variaciones en cada eje:

AX=X—=Xx1=0-(-2)=2

Ay=Yy2—-y1=1-4=-3

d = A + Ay? =4/2% +(-3)? =13

Observacion: Calcular xo—x; 0 X;—=X; llevara
al mismo resultado por el hecho de estar
elevados al cuadrado las variaciones tanto
de xcomo dey.

RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES

Para determinar rectas paralelas y perpendiculares realizaremos las siguientes
representaciones en un mismo grafico, con un color las primeras y con otro las
segundas:

a) y=%x+2
3
y=3x

y=§x—2

2
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c) éiCdbmo son entre silasrectasdecadagrupo? . . ... ... oo i i
d) ¢Qué tienen en comUn SUS ECUACIONES? & .+ v v v v vt v e et e i e i e e

f) ¢Como son los coeficientes de x (pendiente) en la primera familia de rectas
con respecto a los coeficientes de x en la segunda familia? . .. ..........

g) Enuncia conclusiones:

e Si dos rectas son paralelas, los coeficientes de x (sus pendientes, los
valoresdea)son..................

e Si dos rectas son perpendiculares, los coeficientes de x (sus
pendientes, [os valoresdea)son .............. .. .. i,

Cuando se habla de rectas paralelas, se esta haciendo referencia a rectas que
tienen la misma inclinacion, formando con el eje x el mismo angulo de
inclinacion; de acuerdo a lo que se visto, esto es sindbnimo de decir que tienen
la misma pendiente a. Obsérvese que para que las rectas sean paralelas no
coincidentes, el punto de interseccion con el eje y debe cambiar, o sea que la
ordenada al origen b debe ser distinta. Por lo tanto:

Dos o mds rectas son paralelas no coincidentes si y solo si tienen la misma
pendiente y la ordenada al origen es distinta.

En el ejemplo anterior: Rity = ; X+ 2
3
Ry:y=—=x
20y 5
3
R3:y=—-x-2
30 Y 5

Simbdlicamente:  Ri|| R, || Rs vy se lee: "R, es paralela a Ry, paralela a Rs"

Se observa que si la ordenada al origen es la misma y tienen la misma
pendiente, se dice que las rectas son paralelas coincidentes.

En cambio si se habla de rectas perpendiculares, el angulo que forman dichas
rectas es de 90°, por lo que los angulos de inclinacion de cada recta respecto
del eje x, difieren en 90°. Es decir: si una recta R; (de pendiente m;) forma un
angulo o con el eje x, una recta R, (de pendiente m;), perpendicular a ella
formara un angulo (90°+a). Esto provoca que las pendientes sean opuestas y
reciprocas. Aunque mas adelante se tratara este tema, analizandolo segln los
angulos, las pendientes de rectas perpendiculares seran:

ai=tga y a;=1tg (90° + o)

Por lo que: a =——

20
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En conclusion:

Dos rectas son perpendiculares si'y solo si sus pendientes son opuesta y
reciprocas.

En el ejemplo:
3
Rity=—-x+2
1Y 5

2
Ryty=—-—=x+1
2: Y 3

Simbdlicamente: Ri + Ry y se lee: "Ry es perpendicular a Ry".

ECUACION DE UNA RECTA QUE PASA POR UN PUNTO

Dado un determinado punto p; de coordenadas (x3;y1) se trata de determinar
la expresidn que represente a una recta que pasa por ese punto. Como
geométricamente por un punto pueden pasar infinitas rectas, para determinar
exclusivamente una de ellas, habra que conocer su direccion, es decir el valor
de la pendiente a.

La situacion se puede expresar de la siguiente manera:

P1 (X1;Y1)
a (pendiente)

b (ordenada

Inc. al origen)

Datos

Se recuerda que la pendiente de una recta, informa la inclinaciéon de la recta
respecto al eje x, por lo que se involucra un angulo. Dado un punto p; de
coordenadas (xi;y1), la pendiente se calcula como la tangente trigonométrica
del angulo de inclinacién:

a=tga

Como la tangente se calcula como el cociente entre el cateto opuesto y el
adyacente (como se vera mas adelante), entonces se observa el grafico

[ [ |
Rl el e e R

_________

___________

***********
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Luego:
cateto opuesto  y-vy,

cateto adyacente  x—x,

a=tga=

En tal caso, para resolver el problema se utiliza la denominada ecuacién de la
recta que pasa por p; = (Xi1;y1) Y tiene pendiente a:

y—Yy1=a(X—Xy)

Ejemplo:

Determine la ecuacidon de la recta que pasa por el punto p;(-2;4) y tiene
pendiente a=-3/2 y luego represéntela.

X1=-2;y1=4
Datos 4= .32
y-4=-3(x-(-2)=-35(x+2)
_3/y 3 0 3/
y—4_—Ax 5 2= 5 X 3
y=—32x—3+4
3
-—x+1
y 2

ECUACION DE UNA RECTA QUE PASA POR DOS PUNTOS

Dados dos puntos p2 y p1 de coordenadas (Xz;¥2) Yy (X1;y1) se trata de
determinar la expresién que represente a una recta que pasa por esos puntos.
Como geométricamente por dos puntos pasa una y sélo una recta, su direccion,
es decir el valor de la pendiente a estara determinada por las diferencias de
ordenadas y abscisas de los puntos conocidos.

La situacion se puede expresar de la siguiente manera:

P2 (X23y2) n a (pendiente)

Datos 0, (Xy2) b (ordenada al origen)

En tal caso, para resolver el problema se utiliza la ecuacion de la recta que pasa
por un punto como en el caso anterior (por cualquiera de ellos), y para
determinar la pendiente recordaremos la expresion - que provenia de la
definicién de pendiente-:

AX X, =X

a
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y que reemplazandola en la expresion de una recta que pasa por un punto,
nos queda:

y_ylzyz_Y1_

(X_ Xl)
X, =X

Ejemplo: Determine la ecuacion de la recta que pasa por los puntos p, (-2;4)
Y p1 (2;-2) y luego representarla.

Xo=-2;Y,= 4
Datos X = 20y, = -2

Primeramente determinamos el valor de la pendiente de la recta:

_ﬂ_ Yo=Y, _4_(_2) _ 6 __E

AKX X,—X, —2-2 -4 2

Y ahora reemplazamos todos los valores en la expresion correspondiente:

y-(-2)=-3(x~2) e '

a

.....
------------------------------------

S AR /S ST 0 s
__3 S S e e T
y= 2x+3 2
3
=——X+1
y 2

ECUACION DE UNA RECTA A PARTIR DE LOS PUNTOS DE
INTERSECCION CON LOS EJES COORDENADOS

Consideremos una recta de la cual se conocen los puntos de interseccion con
cada uno de los ejes. La interseccidon con el eje y la denominamos ordenada al
origen b, en este caso el punto (0;3). La interseccidon con el eje x la
denominaremos Xp y que corresponde al punto (-4;0).

En principio se trata de un caso similar al anterior, por lo que se aplica
directamente la ecuacidon de una recta que pasa por dos puntos:

\

/

a:ﬂ:yz_ylz 3-0 :EZ (03

AX  X,—%x, 0-(-4) 4 }b:3
y-0="37(x=(-4) =3, (x+4)
—yx+§-4—3 X+3 Z&r—J
Y278yt Xo = -4
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3
=—X+3
y 4

Cuando se presenta una situacion como la anterior, es posible utilizar otra
forma o expresion de la recta denominada forma segmentaria y que tiene en
cuenta solamente los valores de interseccion de la recta con los ejes:

L + X — 1

X, b
Si ahora reemplazamos los valores de b, Xo y resolvemos algebraicamente,
llegaremos a la misma expresion que obtuvimos anteriormente:

y X

Y, X
3 4 y—§x+3
Y1 X X 4

3 7 4 4

y:3-(1+5j:3+§x
4 4

Realiza los siguientes ejercicios:

11) Para cada caso, encuentra la ecuacion de la recta y grafique:

a) tiene pendiente m = g y ordenada al origen b = -2.

b) tiene pendiente m = -3 y pasa por el punto de coordenadas (0;-4).
C) es paralela a larectay = -x +2 y contiene al punto p(-2;1).

d) es perpendicular a la rectay = -5 + %x y pasa por el origen de

coordenadas.

e) pasa por los puntos p(-2;3) y q(0;4).

f) pasa por los puntos r(3;-1) y s(-2;-5).

g) que pasa por el punto p(2;3) y es paralela a la recta que contiene a
los puntos r(0;1) y q(2;5).

12) Un ingeniero debe comprar una maquinaria para elaborar determinados
articulos para su empresa, cuyo costo fijo es de $5.253. Si cada articulo
tiene un costo de $37 entre mano de obra y material y se deben vender a
$58.

a) Determina si gana o pierde y cuanto, si vende 141 articulos.
b) Si se desea una utilidad de $ 4.256, écuantos articulos debe
vender?

13) Se desea cercar un parque de forma rectangular cuyo perimetro es de
224m. ¢Cudles deben ser las medidas de los lados, si se quiere que el
largo supere al ancho en 4m? Se necesita cercar colocando postes cada
2m. éCuanto gastara en cercar si el metro lineal de cerca le cuesta $15
entre material y mano de obra y los postes tienen un costo de $3 cada
uno?
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14) Una empresa A de alquiler de vehiculos para uso particular, cobra $15
fijos mas $3 por kildmetro recorrido, mientras que la empresa B cobra
sblo el kilometraje recorrido a $7 cada uno.

a) Determina la situacion para la cual es indistinto contratar una u
otra empresa

b) Indica cuando le conviene mas una empresa que la otra y por
que.

c) Grafica en un sistema de ejes coordenados las rectas que
modelan la situacion.

15) Desde el primero de enero de este afo a la fecha, el precio de la harina
ha aumentado a un ritmo constante de 2 pesos por mes. El dia 1 de
agosto, el precio alcanzd el precio de $14.20 por kilo.

a) Escribe la expresion que coloca al precio en funciéon del tiempo
medido en meses.

b) Determina el precio a fin del afo.

16) Tres operarios trabajan una cierta cantidad total de horas semanales en
la supervision del ensamblado de teléfonos satelitales. El tiempo dedicado
por el primero de ellos, es igual a 3/5 del tiempo empleado por el
segundo y éste emplea 5/8 del dedicado por el tercero.

a) Determina la expresion que coloca el numero total de horas en
funcidn del tiempo con respecto al segundo operario.

b)éCuantas horas semanales permanece en la supervisién el primer
operario, si el tiempo total de trabajo entre los tres obreros es de
96 horas?

17) Se coloca, sobre el fuego, un recipiente con agua que esta a 10°C de
temperatura. La temperatura aumenta a razén de 15°C por minuto y al
llegar a 100°C, que es su punto de ebullicion, se mantiene a esa
temperatura hasta su total ebullicion.

a) Escribe la expresion de la temperatura en funcion del tiempo
transcurrido.

b) Determina en qué momento alcanza el punto de ebullicion.

c) Indica qué temperatura tiene el agua a los 2 y a los 3 minutos
(suponga que la cantidad de agua es suficiente para no
evaporarse completamente).

18) Si s(t)= 3 t +2 describe el espacio recorrido por un movil que se
desplaza con MRU (t en segundos y s en metros). Determina:

a) El espacio recorrido a los 5 segundos, a los 10 segundos y a los
25 segundos.

b)La ecuacién que describe el espacio recorrido por otro moévil que se
desplaza a igual velocidad y que estd 2 metros adelantado con
respecto al primero.

¢) La ecuacion que describe el espacio recorrido por otro mdvil que se
desplaza al doble de velocidad y en el instante t=0 se encuentra
en el mismo punto que el primero.
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Hagamos un poco de historia

"Los babilonios (5000 a.C. — 600 a.C.) ya presentaban, su gran desarrollo
algebraico, pero inclusive antes que en ellos, se ha podido encontrar el calculo
de dreas de poligonos regulares, su relacion con los lados y hasta el uso de un
valor bastante aproximados para el numero r.

Muchos problemas encontrados en textos babilonios se resuelven con un
sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas, como por ejemplo: 1/4
anchura + longitud = 7 manos, y longitud + anchura = 10 manos, y se
supone que longitud, drea, anchura y volumen eran usadas a modo de
incognitas, ya que aun no se inventaba el alfabeto para usar letras tal como
hoy se hace...”

Se debe destacar la importancia de los sistemas, pues en la vida diaria, en
resolucion de problemas en el campo de cualquier ciencia, surge la necesidad
del planteo de trabajar con mas de una ecuacién y mas de una incdgnita.

En la seccidn anterior, se ha estado trabajando con las ecuaciones de la recta y
sus aplicaciones, analizando, fundamentalmente su representacién grafica. Esto
se debe a que el lenguaje grafico ayuda a conceptualizar y a veces también
permite resolver una situacion.

Se enfrentara en esta seccidbn a problemas que requieren el planteo de
ecuaciones que presentan dos incdgnitas y situaciones que presentan dos
ecuaciones lineales con dos incdgnitas, a lo cual se le denomina sistemas de
ecuaciones lineales.

Introduccion

Vamos a comenzar proponiéndote situaciones que se resuelven con el concepto
de sistemas de ecuaciones lineales.

1) Juan le hizo las compras en la verduleria a su mama dos dias seguidos. Su
mama le pregunto cuanto cuesta el kg de naranjas y €l kg de peras. Juan no lo
recuerda pero si recuerda que €l primer dia gasto $ 6,50 y trajo 1 kg de
naranjas y 4 kg de peras, y que el segundo dia trajo 5 kg de naranjas y 10 kg
de peras y gasto $ 17,50. ¢Se puede conocer €l precio de cada fruta con esos
datos? ¢Como se resuelve?

2) Una persona dispone de $ 300 para gastar entre alimentos y transporte. A
gastos de transporte debe destinar a lo sumo un tercio del total. Hallar las
posibles soluciones que cumplan con las condiciones dadas.

Para poder resolver las situaciones anteriores, se debera tener algunos
conceptos previos que se trabajaran a continuacion.
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ECUACION LINEAL CON DOS INCOGNITAS

Al estudiar la ecuacion de la recta, se expresé en forma explicita como:
y=a-Xx+b

En cualquiera de los casos, las expresiones analizadas como ecuaciones,
representan ecuaciones lineales o de primer grado, ya que ambas variables
estan elevadas a la primera potencia, con dos incognitas (x e y). Desde el
punto de vista de las ecuaciones, al tratarse de una sola ecuacidon con dos
incognitas, posee infinitas soluciones, que graficamente representan los infinitos
puntos que constituyen una recta en el plano cartesiano. Simbdlicamente una
ecuacién con dos incdgnitas presenta:

4 )

Coeficiente de

\

a.x+b.y=c

| Término independiente!
\Siendo a, b y ¢ numeros reales /

Se analiza el siguiente ejemplo:
En una tabla que registra la relacion entre la cantidad de kg de un paquete de
azucar con €l precio gue tiene el mismo:

Cantidad de kg del paquete Precio ($)
(en kg)
1 7,90
2 15,80
3 23,70
36 28,44
45 3555

Se puede describir la situaciéon como y = 7,90 . x; teniendo una ecuacion
con dos incognitas, que como se sabe que representa a una recta, se tendran
infinitos pares de nimeros (X, y) que son solucion para esta ecuacién. Entonces
los pares de valores mostrados en la tabla representan algunos de esos infinitos
puntos. Se pueden obtener nuevas soluciones asignando a x cualquier valor
numeérico adecuado y calculando el correspondiente valor de .

Si en lugar de tener una recta en el plano, se tiene dos rectas en el mismo
plano, se estd en presencia de lo que se denomina sistema de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas, cuya solucion se interpretara
graficamente.
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES - INTERPRETACION
GEOMETRICA

Cada ecuacion lineal en dos variables se representa graficamente mediante una
recta en el plano. Por lo tanto, una forma de encontrar soluciones de un
sistema de ecuaciones lineales es graficar las rectas correspondientes a cada
ecuacion y determinar los puntos de interseccion si existen.

Puede ocurrir que las rectas tengan o no puntos en comun. Si los tiene, es
porque hay solucién para el sistema y se indica que el sistema es compatible
o consistente. Pero dependiendo de cuantos puntos sean comunes, se puede
encontrar con las siguientes situaciones:

a) Las rectas se intersecan en un dnico punto. en este caso existe solucion
Unica, se dice que el sistema de ecuaciones lineales es compatible
determinado (SCD).

b) Las rectas sean paralelas coincidentes. en este caso existen /infinitas
soluciones, se dice que el sistema de ecuaciones lineales es compatible
indeterminado (SCI).

c) Las rectas sean paralelas no coincidentes, en este caso no existe ningun
punto de interseccion, se dice que el sistema de ecuaciones lineales es
incompatible o inconsistente (SI).

Si se recuerde las posiciones relativas de dos rectas en el plano, se puede
interpretar y clasificar los sistemas de ecuaciones lineales (S.E.L.) segun se
muestra en la tabla:

Rectas Secantes Paralelas No Coincidentes Rectas Paralelas
No tienen ningln punto comun | Coincidentes

Tiene un punto de interseccién | o de interseccion. Tienen todos sus puntos

comunes.

Sistema Compatible | Sistema Incompatible Sistema Compatible

Determinado Indeterminado

Posee solucién Unica: las | El conjunto solucién es vacio.

coordenadas (x; y) del punto de Tiene infinitas soluciones.

interseccion.

Se vera la siguiente aplicacion:

En una tienda de articulos para limpieza, Cristina compra 4 litros de detergente
y 5 litros de lavandina por un total de 52 unidades monetarias. Su amiga Liliana
compra 3 litros de detergente y 10 litros de lavandina del mismo tjpo y pago
en total 64 unidades monetarias. (Cudl es el precio —en unidades monetarias—
de cada litro de detergente y de cada litro de lavandina?
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En primer lugar, se planteara la situacion en una tabla, llamando x al nimero
de escobillones e y al nimero de trapos de piso comprados

Litros de Litros de lavandina | Precio pagado
detergente y (unidades
X monetarias)
Cristina 4 5 52
Liliana 3 10 64
Simbdlicamente:
4x + 5y = 52
3x + 10y =64

Se observa que cada ecuacién representa la ecuacién de una recta en el plano.
Hallar la solucidn del sistema planteado significa encontrar los valores de x vy
de y que satisfacen simultaneamente las ecuaciones, lo que graficamente indica
encontrar el punto de interseccion entre ambas rectas.

Como no se tiene herramientas para hallar una soluciéon analitica, se resolvera
en forma grafica. La forma explicita de las ecuaciones anteriores es:

52 4 .
= — - =X (Cristina
Y=% "% ( )
64 3
= — - —x (Liliana
V=10 "¢ (Hitana)
cuya representacion es:
12
©
£ 10 PN
S
g
R=l
3
a 61
>
4
2
0
0 2 4 6 8 10
X: Precio detergente

Las rectas se cortan en un unico punto, de coordenadas x = 8 e y = 4, como se
observa en la grafica. Se dice que el punto del plano (8, 4) es la solucion del
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sistema, ya que si se reemplaza dichos valores en las ecuaciones, se verifica la
igualdad:
4.8+5.4=32+20=52

3.8410.4=24+40=64

Entonces, se dira que:

Un par de nimeros reales (x, y) es solucién de un sistema de ecuaciones, si al
sustituir las incognitas por dichos numeros convierte dichas ecuaciones en
igualdades numéricas.

Normalmente, al resolver ecuaciones, se le llama conjunto solucion al
conjunto formado por todos los valores posibles que satisfacen dicha ecuacién.
En nuestro problema el conjunto solucion es: S = {8,4)

SISTEMAS EQUIVALENTES

Se considera el sistema:
X—-y=8
X =5y
Es facil de observar, que la solucion del sistema es el par x = 10 e y =2. Al
verificar: 10—-2=8; 10=5"2

La solucién del sistema dado es Unica, por lo tanto, el conjunto solucion es:
S ={(10, 2)}

Si se toma ahora el sistema:
X+y=12
y—-x=8

Y se reemplaza a x por 10 y a y por 2, se observa que se verifican las
igualdades, por lo que también es solucidén de este sistema, o sea que ambos
sistemas presentan la el mismo conjunto so/ucion. En este caso, se dice que
los sistemas son equivalentes.

Dos sistemas del mismo numero de incognitas son equivalentes si tienen el
mismo conjunto solucidn.

RESOLUCION DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

El concepto de ecuaciones equivalentes es Util para resolver algunos sistemas.
Esto se logra haciendo algunas transformaciones como las siguientes:

o Si en un sistema de ecuaciones se permutan dos ecuaciones, se
obtiene un sistema equivalente al primero.
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o Si una ecuacion de un sistema se multiplica por un nimero real no
nulo, se obtiene un sistema equivalente al primero.

o Si una ecuacién de un sistema se sustituye por la suma de ella con
otra ecuacién del sistema, multiplicada por un nimero no nulo, se obtiene
un sistema equivalente al primero.

En la resolucion de sistemas se buscan sistemas equivalentes al dado que sean
mas faciles de resolver, por ejemplo, uno donde una incégnita esté despejada.
Ejemplo:

Xx—y=1

{x +3y=5

Multiplicando por 3 la primera ecuacion
3x-3y=3

{x+3y:5

Sumando ambas ecuaciones y colocando su resultado en la segunda ecuacién
3x-3y=3

{ 4x =8

Con lo que resulta:

3x—-3y=3

{ X=2

El sistema obtenido es equivalente al dado y en él tenemos que el valor de x es
2. Con ese valor reemplazamos en la otra ecuacion para obtener y, como se
hace a continuacion:

3x-3y=3 —»> 3.2-3y=3 —> 6-3y=3 > y=1

Con lo cual la solucién del sistemaesx=2ey = 1.

Se puede comprobar que los sistemas escritos en cada paso son equivalentes
reemplazando en ellos x e y por los niUmeros hallados. El conjunto solucién del
sistema es: S={2, 1)}

METODOS DE RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
Resolver un S.E.L. es determinar el conjunto solucién del mismo, para lo cual
primero se determina qué tipo de sistema es (SCD, SCI, SI). Para ello se
emplean distintos métodos que se puede clasificar como sigue:

e  Método Grafico

e  Métodos Analiticos:

o Igualacion

o Sustitucion

o Reduccién por Sumas y Restas
o Determinantes

Se debe recordar que los distintos métodos, son distintas maneras de llegar al
conjunto solucion.
De los métodos analiticos sdlo se desarrollaran el de igualacion y sustitucion.
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Método Grafico
El método grafico consiste en representar en un plano las dos rectas que
forman el sistema, como se vio en el ejemplo anterior. Se utiliza las ecuaciones
explicitas de las rectas, es decir, y= f{x), y se representa haciendo uso de las
ordenas al origen y las pendientes.
Por ejemplo:
2X+y=7
Xx—y=-1
Despejando la variable y para obtener la ecuacion de las rectas:
y=-2X+7
y=x+1
Representando ambas ecuaciones en el plano cartesiano, se obtiene las rectas
de la siguiente figura:

El punto de coordenadas (2, 3) representa la solucidon del sistema, ya que es el
punto de interseccidon de ambas rectas, es decir, que: S ={(2, 3)}
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Analisis de SEL de acuerdo a las pendientes y ordenadas de las rectas

que lo constituyen.

Se analiza para rectas no paralelas a los ejes coordenados.

Dado el SEL
{alx +by=c

a,x+by=c,

Rectas Secantes Rectas Paralelas No | Rectas Paralelas Coincidentes
coincidentes Tienen  todos sus  puntos
Tiene un punto de interseccién | No tienen ningln punto comuin | comunes.
o de interseccion.
Sistema Compatible | Sistema Incompatible Sistema Compatible
Determinado Indeterminado
Posee solucién Unica: las | No tiene solucion.

coordenadas (x;y) del punto de
interseccion.

Tiene infinitas soluciones.

a; b,
a, b,
Para a, y by no nulos

a; by ¢
a, by ¢

Para ay, b,y ¢; no nulos

a; by ¢
a; B b, B C2
Para ay, b,y ¢; no nulos

¢Qué sucede si alguna de las rectas son paralelas a los ejes coordenados?
Realice un analisis similar al anterior.

Métodos analiticos

1) De Igualacion

En este método se despeja de ambas ecuaciones la misma incdgnita (que
puede ser cualquiera de las dos variables); luego se igualan las expresiones
obtenidas, reduciendo el sistema a una ecuacidon con una incognita, que se
resuelve. Luego se reemplaza el valor obtenido en ambas ecuaciones para
encontrar el valor de la otra incégnita.

Este método resulta muy cdmodo si se conocen las expresiones explicitas de
ambas rectas, como por ejemplo en el caso anterior, cuando se han despejado
de ambas ecuaciones la incdgnita y.

En el ejemplo anterior:

Ecuacién de la — Ecuacion de la

recta 1 recta 2
—2X+7=x+1
—2X—x=1-7
—-3x=-6
X=2
Reemplazando en la primera ecuacion:
y=3
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También se podria despejar de ambas ecuaciones la incognita x, igualarlas y
obtener el valor de la incégnita y (de esta manera se estaria usando
exclusivamente el método de igualacion).

2) De Sustitucion

Para resolver por sustitucion, se despeja una incégnita en una de las
ecuaciones y se reemplaza la expresion obtenida en la otra ecuacion, con lo
gue se reduce el sistema a una ecuacidon con una incognita, que se resuelve.
Luego se reemplaza el valor obtenido en la expresion despejada originalmente
para obtener el valor de la otra incognita.

En el ejemplo anterior:

2X+y=7—->y=7-2X 1
Xx-y=1 2

Sustituyendo la expresion despejada en 1 en la ecuacion 2, resulta:

X=(7-2x)=-1
X—7T+2x=-1
X=-1+7
X=2

Reemplazando en 1
y=-2.2+7—->y=3

SISTEMAS HOMOGENEOS

Se denominan sistemas homogéneos a aquellos cuyos términos independientes
son iguales a cero.

En general:
ax+by=0
a,Xx+b,y=0

La representacion geométrica de una ecuacion lineal homogénea con dos
incognitas x e y es una recta que pasa por el origen de coordenadas. Por esto,
los sistemas homogéneos son siempre compatibles porque siempre
tienen solucién, ya que admiten, por lo menos, la solucion x =0 e y = 0, que
se denomina solucion trivial.

Si la Unica solucion que admite el sistema es la solucidn trivial, entonces el
sistema es compatible determinado. En caso contrario el sistema tiene infinitas
soluciones no triviales, ademas de la trivial y pasa a ser un sistema compatible
indeterminado.
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Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones lineales homogéneos vy
clasifiquelos:

3x—2y =0 X—3v=0
a) Y b y
X-y=0 -2x+6y=0

Nota: en el segundo caso encontrara que el sistema es SCI, y el conjunto

solucion se escribe simbdlicamente: S = {(x, y) e RxR/y = % X}

Realiza los siguientes ejercicios:

19) Plantea y resuelve los problemas iniciales.
20) Resuelve graficamente los siguientes sistemas

a) y b) y Q) 1
x+2y=-1 —2X+2y=-4 x=1+3y

-3X+y=2

21) Clasifica y determina analiticamente el conjunto solucién de los
siguientes sistemas:

-2y =1
a) {X y
2X+y=2
- 2—
b) { X+2=y
—-2x=4y-4
1 =
0 {3x+2y 1
2Xx -3y =2
-3y=9
d) {X y
y—-x=2
-2x+2=0
e){y X +
X-y=0
f X+y=1
2y —2 =-2X

X—y=3
22) Determina el/los valor/es de k para que el sistema {Zx Zy K
a) sea compatible determinado
b) sea compatible indeterminado
c) sea incompatible.
px—-6y =3

23) Determina el/los valor/es de py s para que el sistema
—2X—-25+4y=0

a) no tenga solucién
b) tenga Unica solucién
c) tenga infinitas soluciones.
35

UTN- FRM- Unidad Il



24) Clasifica, grafica y halla el conjunto solucién de los siguientes SEL.

2x—-5y=0 Ix=2y
) - = b) 43_u =
x-0.3y=0 y—-%x=0

3

25) Indica si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justifica

cada caso.

Si el sistema de ecuaciones lineales es compatible, las rectas
tienen la misma pendiente.

Si en un sistema la solucion es Unica entonces las rectas
tienen distintas pendientes.

Si el sistema de ecuaciones es homogéneo, solo tiene solucion
trivial.

Un punto (X, y) que satisface una sola ecuacion de un
sistema, es soluciéon del mismo.

Un sistema de ecuaciones lineales es compatible
indeterminado cuando tiene dos puntos de interseccidn entre
las rectas que lo forman.

26) Resuelve los siguientes problemas:

a)

b)

d)

Estamos en la ciudad de Mendoza y se quiere controlar a dos 6mnibus A
y B de larga distancia que se encuentran a una distancia de 340 km
entre si, que emprenden sus respectivos viajes en el mismo instante. El
vehiculo A, parte de la ciudad de Cérdoba hacia la ciudad de Mendoza a
una velocidad constante de 90 km por hora y el B, de Mendoza a
Cordoba, a una velocidad constante de 80 km por hora. Determine
cuantos km se han recorrido y cual es el tiempo transcurrido cuando los
dos dmnibus se encuentran.
Se invirtid un total de $30000, una parte al 2% vy resto al 4%. Si la
ganancia anual es de $1000. ¢Cuanto capital se invirtid a cada tipo de
interés?
Una compafiiia de elaboracién de software, vende un programa a $220.
El costo de elaboracion se calcula por el costo fijo que tiene la empresa
mas los costos de produccion. Si se sabe que los costos fijos son de
$98000 y los de produccion por cada programa es de $80.

i. Determinar cuantos programas se debe vender para llegar

al punto de beneficio nulo.
ii. ¢Cuantos programas se debe vender para tener una
ganancia de $10500?

Si el perimetro de un rectangulo es de 28 cm vy la diferencia entre la base
y la altura es de 2 cm. Calcular el area.
Si el largo de un terreno de forma rectangular es igual al triple de su
ancho y si se sabe que la cantidad de longitud del contorno del terreno
es de 160 metros. éCual es la medida del largo y del ancho del terreno?
Un camion de entregas lleva a un almacén 8 cajas pequefias y 5 cajas
grandes. Si el cobro total por el traslado de las cajas fue de $ 184 y el
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g)

h)

)

flete de una caja grande cuesta $ 3 mas que el flete de una caja
pequena. ¢Cual es el costo del flete de cada tipo de caja?

Un agricultor siembra cebada y trigo. Si la cosecha anual alcanza las 12
toneladas y la cosecha de trigo es el doble de la de cebada, mas tres
toneladas. ¢Cuantas toneladas de trigo y cuantas de cebada se
cosecharon?

Cuatro hamburguesas y dos gaseosas cuestan $ 79. Si dos gaseosas
cuestan 15 pesos mas que una hamburguesa. éCuanto cuesta la
hamburguesa y cuanto la gaseosa?

En un partido de futbol, las entradas para los socios cuestan $ 50,
mientras que los que no son socios deben pagar una entrada de $ 80. Si
el nimero de entradas vendidas para no socios fue 3/4 del nimero total
de localidades vendidas y la recaudacion fue de $ 2030000 ¢éCuantas
entradas de cada clase se vendieron?

Un ciclista que circula por una senda rectilinea a una velocidad constante
de 4 m/s, pasa, en un cierto momento, por un puesto de control. Otro
ciclista que circula por la misma senda, pero en sentido contrario, a una
velocidad constante de 3 m/s, pasa por el mismo puesto 20 segundos
después. ¢En qué instante se encuentran los ciclistas?
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