UNIDAD DIDACTICA IV

TRIGONOMETRIA

Temario:

Angulos orientados en un sistema cartesiano. Sistema de medicién de &ngulos:
sexagesimal y circular. Circunferencia trigonométrica. Valores de las razones
trigonométricas en cualquier cuadrante. Angulos suplementarios, angulos que difieren
en m Yy en n/2. Angulos opuestos y angulos que difieren en mas de un giro. Calculo
de arcos Yy sectores circulares. Problemas de aplicacion.

Introduccion:

"La trigonometria fue desarrollada por astronomos griegos que consideraban al cielo,
como el interior de una esfera, de modo que resulto natural estudiar primero los
triangulos sobre una esfera, (por Menelao de Alejandria, afio 100 a de C) y que los
triangulos en el plano fueron estudiados mucho después. El primer tratado
sistemadtico de trigonometria plana y esférica fue escrito por el astronomo persa Nasir
ed- din alrededor del 1250 a. de C. Regiomontano (1436-1476) es el autor principal
a quien se debe el traslado de la trigonometria astronomica a la matematica. Su
trabajo fue mejorado por Copérnico (1473-1543) y por el alumno de Copérnico
Rhaeticus (1514 —1576). La obra de Rhaeticus fue la primera en definir las seis
funciones trigonomeétricas como razones entre lados de un triangulo, aungue no le
dio a las funciones sus nombres actuales. El crédito de esto se lo lleva Thomas Fincke
(1583), pero en su época esa notacion no fue aceptada universalmente. La notacion
quedo establecida a partir de los libros de texto de Leonardo Euler (1707-1783).”
(Michael Sullivan, Precalculo, pag. 322).

Desde entonces la trigonometria ha venido evolucionando desde su uso por

agrimensores, navegantes e ingenieros, hasta las aplicaciones actuales, como el
movimiento de las mareas en los océanos, el alza y caida de los recursos alimenticios
en determinadas condiciones ecoldgicas, patrones de ondas cerebrales y muchos
otros fendmenos, no podemos discutir su importante papel en la investigacion
atdmica, electricidad, termodinamica, en el estudio de las vibraciones mecanicas, en
optica y en cada area donde existan fendmenos Jiterativos (perioddicos).

Desarrollo

La palabra trigonometria proviene del griego tri (tres), gono (angulos) y metria
(medida), o sea etimoldgicamente quiere decir medida de triangulos. Consiste en
relacionar la medida de los angulos y lados de un triangulo.

Es de gran utilidad cuando se trata de medir longitudes inaccesibles al ser humano,

como lo son por ejemplo, la altura de montaias, torres y arboles, o la anchura de
rios, pantanos y lagos.

Angulos orientados en un sistema cartesiano.
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Los angulos en trigonometria se consideran engendrados por la rotacion de una
semirrecta que parte del origen de coordenadas, desde una posicion inicial que
coincide con el semieje positivo de las x (lado inicial del angulo), hasta una posicion
final (lado terminal). Puede tomar cualquier valor real, puede girar mas de un giro.

Si el sentido de rotacidn es antihorario (contrario a las agujas del reloj) se conviene
que el angulo es positivo; cuando el sentido es horario, se genera un angulo negativo.

4 Lado mévil
I I
« :espositivo y pertenece al
primer cuadrante o +
[ :es negativo y pertenece al * >
cuarto cuadrante b -
I Lado mévil v

F4 - ‘r r -
Angulos congruentes: son los que difieren en un numero exacto de giros.
Dado un angulo « son congruentes con él: « + 1 giro

a + 2 giros

a + Kgiros (K € Z2)
Circunferencia Trigonométrica.

Es aquella cuyo centro es el origen de coordenadas de un sistema de coordenadas
cartesiano ortogonales , y el radio vale 1 unidad de longitud.

Representacion de las Razones Trigonométricas en la Circunferencia
Trigonométrica.

Considere un agulo « arbitrario, en el primer cuadrante, orientado en el sentido
positivo, tal que el lado fijo coincida con el semieje positivo de las x, y el lado
movil esté en el primer cuadrante.(El lado mévil puede estar en cualquier cuadrante
son igualmente validas las relaciones obtenidas, basta considerar el signo que le
corresponde a cada una de acuerdo al cuadrante que se encuentre).

3

4,
~

o
o

m|s

VAN
Considere o = pom

UTN- FRM- Unidad IV 2



sena =— =""=pm  por tanto la medida del segmento (incluye al signo aunque

quedo sin unidades pues éstas se cancelaron con las del radio en la divisién?) es el

valor de senc . Esta medida no es otra cosa que la ordenada del punto mavil * p”.
sen o = pm
om O_m - = LA I\ A\Y
COSax =— = - = om (o sea la abscisa del punto movil "p %).
p
cos =om
A A ,
omp = ost = lados homologos , proporcionales
tang =PM =8 _8 _5
om os 1
tana =ts
A A
omp = ofk
cote =M _TK_TK_g
pm fo 1
cota =fk
A A
omp = opc
_0p_oc_oc_—
CSCa =—=—=-—"=0C
pm op 1
CSCar = 0C
A A
omp = oph
secq = 2P _oh_oh
om op 1
Signos-delasRazones Trigonometricas segun Cuadrante.

Para calcular las razones trigonométricas de un angulo, lo representamos en la
circunferencia trigonométrica, por lo que en el triangulo rectangulo que dibujamos

1Lo mismo ocurre con las demas funciones trigonométricas, por lo que todas son adimensionales.
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la hipotenusa coincide con el radio de la circunferencia, es decir tiene una longitud
de 1 unidad, y los catetos son paralelos a los ejes x e y. El cateto opuesto se lee
sobre el eje y, y el adyacente sobre el eje x.

I Cuadrante:
Si el angulo es un angulo agudo es decir 0°<a<90° los catetos se leen sobre los
semiejes positivos por lo tanto todas las razones trigonométricas son entre valores
positivos por lo que para los angulos incluidos en el primer cuadrante las seis razones
trigonométricas son positivas , sena. : (+), cosa : (+), tana: (+) Y SUS reciprocas.

A

II Cuadrante:

Si el angulo es obtuso es decir 90°<a<180° el cateto opuesto se lee sobre el semieje
positivo y el adyacente sobre el semieje negativo, por lo tanto los signos de las
razones trigonométricas para los angulos incluidos en el segundo cuadrante, sena.:(+)
, cosa: (), tana:(-) , csCa : (+), Seca: (-) y coto:(-).

\ 4

Y

III Cuadrante.

Si el angulo es un angulo cuya amplitud 180°<a<270° los dos catetos se leen sobre los
semiejes negativos por lo tanto todas las razones trigonométricas para los angulos
incluidos en el tercer cuadrante los signos de las seis razones trigonométricas son ,
sena. : (-), cosa: (-), tana: (+), csca : (<), Seca: () Y cota: (+).

»

A

I
/
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IV Cuadrante:

Si el angulo es un angulo cuya amplitud 270°<a<360° el cateto opuesto se lee sobre
el semieje negativo y el adyacente sobre el semieje positivo, por lo tanto todas las
razones trigonométricas para los angulos incluidos en el cuarto cuadrante, sena. : (-),
cosa: (+), tana:(-) , csca : (<), seca: (+) y coto:(-).

A

AR
¥

v

Medicion de angulos: Hay varios sistemas de medicion de angulos. Vamos a
estudiar dos de ellos

Sistema sexagesimal:
Tiene como unidad el grado sexagesimal que se escribe: 1° y se define como el
angulo de un giro dividido en 360 partes.
_léngulodeungiro

1° = 1langulodelgiro = 360°
360
O, su equivalente: = 1 angulo recto = 90°
Tiene dos submultiplos:
1 minuto sexagesimal 1= Lgrado sz>(<)agesnmal =1=60"
1 segundo sexagesimal 1'= 1m'6L;to =1=60"
1=3600

Sistema circular o radial

En éste sistema se establece como unidad de medida el Radian. Un radian es el

angulo que abarca un arco cuya longitud es igual al radio de la circunferencia a la

cual pertenece.
; lab| = |r| = arco de 1 radian

a angulo central correspondiente a 1 radian.
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Como la longitud de la circunferencia es 2z.ry el angulo central es« = 360°, resulta

. . . 2 r ,
que la medida de este ultimo en radianes es: a =——=2x. Observese que no
r

quedan unidades, aunque por convencion se agrega a continuacion del nimero la
palabra radianes.
1 angulo llano= = radianes; 1 angulo recto = g radianes.

Correspondencia entre los distintos sistemas:

| 4ngulo de un giro | 360 © | 27

180 © = xradianes

Ejemplo 1: Expresa en radianes la amplitud de los siguientes angulos:
a) 300
Como 3600 = 2=n

(0]
300= 3027 _ T _ 5y
360° 6

b) 42 024" 35" se debe transformar en parte de grados los minutos vy los
segundos

42417

42024" 35" =42041" = 0,7402...

80°

Ejemplo 2: Exprese en grados minutos y segundos sexagesimales la amplitud de
los siguientes angulos:

T 5 2 4
a) —; b) = 0 = d) —
) 3 ) 7 )5 ) 3
Lrad =30 _ 57047 45"

T

a) Z=Z%,- =10 _0 b)5/9 « = 5/9 x. 180%/7 = 1000

3 3 3
Q) %:%.1800;22055- 6 d) 4/3 = 4/3.1809/x = 76023'40"
T

Medidas de arco de circunferencia

La utilizacion del sistema radial permite calcular facilmente la longitud de un arco de
circunferencia si se conoce el valor del angulo expresado en radianes.
Si res el radio de la circunferencia y « es el angulo que abarca el arco s :

S=a.r

R
1
= |wn
U
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Realiza los siguientes ejercicios:

1) Completa la siguiente tabla

Angulo | sexagesimal circular
o 36 9
o 2250
3
o3 - T
4
04 2,3456

2) Un angulo central determina un arco de 6 cm en una circunferencia de 30cm
de radio. Expresa el angulo central en radianes y en grados, minutos y
segundos sexagesimales.

3) El minutero de un reloj mide 12 cm. éQué distancia recorre la punta del
minutero durante 20 minutos?

Relacion Pitagorica o Fundamental.

sena + cos?a = 1

sena = + 1-cos’a cosa = + 1-sen’a

Las dos ultimas son obvias consecuencias de la primera. Aquélla surge de aplicar el
teorema de Pitagoras (de ahi el nombre de las relaciones: “la suma de los cuadrados
de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa”) al triangulo de la hoja 2.
Entonces:

pm?2 +om 2 =0p? ; dividiendo ambos miembros por el segundo:

pm? = om?

=1 pero el primero y el segundo término son respectivamente los

op> = op?

cuadrados de sena vy cosa, por lo que se llega a la identidad en cuestién.

Esta relacién pitagorica admite otras dos relaciones también llamadas pitagoricas y
que son su consecuencia. Dividiéndola por cos?a vy por sen? a, respectivamente
y ordenando:

1+tan?a = sec?a y | 1+cot?a = csca

Razones trigonométricas en funcion de una sola de ellas
Agregando a las relaciones recién vistas entre las razones trigonométricas, las
“pitagdricas, pueden lograrse estas relaciones:
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Por ejemplo en funcion del sen«

En funcion de seca :

cota =

1
Vsec?a -1

cosa =+/1-sen 2q

Sen o

tang =————
\/1-sen2 a
1
csC a =
sen a
1

seCa = —F——
V1- sen2a
_ Vlsen’a

cotqg =———
Sena

secza -1

SeCa

y tan a = \/SQCZO! -1

sen a =

Ejemplo: Determina en qué cuadrante puede estar « , si se sabe que:

a) sena:g

Halla el valor de «

y tana =-1.

Sisen a(+)y tan a(-), a pertenece al 2° cuadrante .

Si = —2 = arcsen—2
isen o = > = a = >

2%cuadrante

se debe reducir al 2° cuadrante, o sea,

a = 459 pero por pertenecer al

a = 18009 - 450

1350

a. =

Valores de las Razones Trigonométricas de un angulo de cualquier
cuadrante . Reduccion al Primer Cuadrante.

A veces es necesario emplear angulos del primer cuadrante (por ejemplo al trabajar
con funciones inversas en la calculadora o al resolver ecuaciones trigonométricas,
mas adelante veremos esto en detalle al esudiar las funciones).

Para ello se estudian relaciones entre angulos: suplementarios, que difieren en

T

2 4

que difieren en z, simétricos u opuestos « y —a ; entre otros.
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Se han definido las razones trigonométricas para un angulo « agudo en el primer
cuadrante.Tomando como referencia este angulo se pueden determinar los valores
de las razones trigonométricas en los otros cuadrantes a través de sus proyecciones
sobre los ejes xeyy.

Para ello conviene recordar la representacion de las razones trigonométricas en la
circunferencia trigonométrica.

Relaciones entre Angulos Suplementarios.
Recordaremos dos angulos son suplementarios, cuando la suma de sus
amplitudes da un angulo llano o sea de 180° .
a+ =« suplemento de f y £ suplemento de
Siaswpl.f = B=7-«a
Considerar un angulo suplemetario del angulo « en el segundo cuadrante.
Este angulo con respecto a «, es el suplemento.

A A

Compara los triangulos :opm~ op'm'. Como se ve en el grafico, las proyecciones
sobre el eje y son iguales y positivas, por lo que el valor del seno de ambos angulos
son iguales. En cambio, las proyecciones sobre el eje x son de igual valor absoluto
pero de distinto signo, por lo que el coseno del angulo del segundo cuadrante es igual
al del primero cambiado de signo. Para obtener la relacion entre las otras razones se
utiliza las relaciones entre las razones trigonométricas de un angulo y se pueden ver
con los graficos correspondientes.

sen(z -a )= sena
cos (7 -a)=-cosa
tan(7z -a)=-tan
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- - v 4 - F4 - gmm ﬂ
Relaciones entre Razones Trigonometricas de Angulos que difieren en —

/4
[ pertenece al 2°cuadrante p =a + E

b
\

-\.--_._---\-\-\"‘- P.
;T e
i 3 Y
/ AT
',I m & m |

\ ) ;’-
=

A A
Comparar y demostrar que los triagulos opm=~op'm'.

la ordenada del punto p es igual a Ila abscisa de p° en
valor absoluto y signo, por lo tanto,

senf = COS
La abscisa de p es igual a ordenada de p’ pero de signo contrario

cos B = -sena.

Usa las relaciones entre las razones trigonométricas de un mismo angulo para deducir
las otras relaciones.

T
sen (a + E) = CO0S

VA
cos(a + E) = -sena

Resuelve el siguiente ejercicio:
. . . , . T
4) Completa las siguientes relaciones para angulos que difieren en P

T
tan(a +—)=
(a +7)

T
cot(a +—) =
( 2)

T
sec +-)=
(a +7)

T
csc(a +2) =
( 2)
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Relaciones entre Razones Trigonométricas de Angulos complementarios :

T
,3+0(—E

Si los angulos son complementarios, lo que para un angulo es cateto adyacente para
el otro es cateto adyacente y viceveersa, la hipotenusa es la misma en ambos casos
por lo que :

senf = COS

Resuelve el siguiente ejercicio:
5) Completa las siguientes relaciones para angulos que difieren en %:
T
t —_— =
an ( > )
tG—) =
(o{0) >
T
— ) =
sec ( > )

s
— — =
csc(2 )

Relaciones entre angulos que difieren en .
y perteneceal 3ercuadrante 'y y =7 +«a
A A
Compara y demuestra que los triagulos opm y op'm' son congruentes.
La ordenada del punto p es igual a la de p’ pero de signo contrario (la de p es
negativa). La abscisa de p es igual a la de p’ pero de signo contrario.

sen(z+a)=-sena
cos (r+a)=-coSa

Resuelve el siguiente ejercicio:
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6) Completa las siguientes relaciones para angulos que difieren en r:
tan (z+a) =
sec(z+a)=
csc(z+a)=
cot(z+a)=

Relaciones entre las Razones Trigonométricas de Angulos opuestos o
simétricos: a y -«

A A
Comparar y demostrar que los triagulos opm~op'm'. La ordenada del punto p ,es
igual a la de p’en valor absoluto pero de signo contrario ( la ordenada de P es
negativa ). Las abscisas de p y de p’ son iguales en valor absoluto y signo.

sen(—a )=-sena
cos (-a )=cosa

Para obtener la relacion entre las otras razones se utiliza las relaciones entre las
razones trigonométricas de un angulo y se puede ver con los graficos
correspondientes.

Resuelve el siguiente ejercicio:
7) Completa las siguientes relaciones para angulos opuestos:
tan (—a )=........

Relaciones entre las Razones Trigonométricas de dos Angulos que difieren
en un niumero entero de Giros.
En este caso si uno de los angulos es «, el otroes (& + 2kz),donde k es un nimero

entero, luego los dos angulos difieren en un nimero exacto de giros, es decir son
angulos congruentes y sus lados coinciden, en consecuencia sus razones
trigonométricas son idénticas.

Valor de las razones Trigonométricas de Angulos Notables.

Por considerarse buena practica de las ideas fundamentales y para facilitar la
comprension de textos anteriores a la aparicion de las calculadoras, seguidamente se
obtienen los valores de las razones trigonométricas de los llamados dngulos notables.
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Existen motivos que justifican que se llamaran asi a los que tienen por medida

sexagesimal: 09, 309, 459, 600, 90° y 180°.

Cuando el angulo vale 45 ©, su complementario también vale 45°, por lo que
estamos en presencia de un triangulo isdsceles,que por simplicidad se considera de

lado igual a 1.

Hipotenusa = v12+12 = 2

seng = L 2V2

J2 2

1 2 V2
COSa = —(—=—

2 2 \

a\=45°

tana:W=1

COSx

Cuando el angulo « vale 60°, su complemento vale 309, por lo que se trata de un
triangulo equilatero que ha sido dividido en dos partes. Para realizar calculos mas

sencillos considerar un triangulo equilatero de lado igual a 2.

a= 22-1> =3
60°
2 1
3
sen 300 = 2 sen 60° = %
SU a
V3
2 60 1 cos 300= — cos 600 = 1>
2
1 3
tan 300 === tan 600 =+/3
J3 3
Se puede realizar un cuadro para recordar estos valores:
Angulo sen « oS o tan «
0° 0 1 0
300 1 N N
2 2 3
450 J2 J2 1
2 2
600 J3 1 V3
Py 2
900 1 0 No existe
1800 0 -1 0

Identidades Trigonométricas.

UTN- FRM- Unidad IV
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A veces es necesario demostrar que dos expresiones aparentemente distintas

significan lo mismo, o hallar un expresion mas reducida. Para ello se utilizan las
identidades trigonométricas.

Por ejemplo si queremos verificar las siguientes identidades :

+
) sen o + cota

=1+sena.tan o
cot o

sen a + cota
cot o COSx

sen? o +Cos a

a sen a _(sena.sena + COS ) sen &
cos & sena

sen o
seng . tan o + 1

'Cos «

Se puede partir del primer miembro y llegar al segundo o viceversa.

1
II) tana +cota =
sena . COS a
sena . COS«
+ _

fana +cota =

CoOsa Seno

_sen? @ +cos® @ _ 1

Cosa . sen o Sena . COSx

M) (sena +cosa)? + (cosa - sena)? = 2
(sena +cos a)2 + (cos o - sen a)2 =

senza + 2sena.cosa +cos 24 + cos 2 5 - 2sena.cosa +sen2a =
(senla +cosla ) + ( cosla + senlq) =
1 + 1

Otro ejemplo:

Utilizando las relaciones entre las razones trigonométricas, hallamos el valor de cada
una de las siguientes expresiones:

a) sen(n-a)+sen(-aa ) =sena - sen a =0

b) sen(2z-p)+sen(-3) _ sen(—p) +sen(—/)
CoS (% -5) senfs

_—2senp _ 9
senf

UTN- FRM- Unidad IV
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senz(— a )t cosz( 7-a)=(-sena )2+ (- COSa)Z =sen2a+cosza =1
cos(z+a) tan(-a) _ —-cosa —tana _

= =1+1=2
cos(r—a) tan(z+a) —-cosa tana
1 1
d) sen(z—«) . sec(z+a). cot(z—a):sen a. . =
2 cos(z +a) tan(z - )
2
1 sena sen’a 5
sen «a. . = - > = —tan“a
—Cosa cosa cos“a

Férmulas de senos y Cosenos de Suma y Diferencia de Angulos, y angulo doble:

Estas son relaciones importantes que pueden aparecer en las identidades, no nos
detendremos en sus demostraciones, pero el que tenga la inquietud puede
encontrarlas por ejemplo en Matematica 3 de DE GUZMAN, M.; COLERA JIMENEZ, J.

sen ( a t3) = senacosP + senPcosa
sen ( «a - B) = senocosp - senfcosa
cos ( a +f) = cosacosp - senfsena
cos ( a -p) = cosacospP + senPsena
sen (2a) = 2senocosa

cos (2a) = coso — sena

Resuelve los siguientes ejercicios:

8) Calcula todas las razones trigonométricas sabiendo que:

a. 09 < x <900 cos)(:%
b. 90° < x < 180° senx=é
C. 00<x<3600 senx= >
13

7

d. tanx <0 COS X = —
25

e. senx<0 tgx=2
25

8) Sea x un angulo. Clasifica como V ¢ F las siguientes afirmaciones:

b) Para algun x sen x = -
c) Existe un dangulo x tal que tanx=-4

d) Para algun angulo x sen x = /3
e) Para algun angulo x sen x = -1
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f) Para algin angulo x, la tangente no esta definida.
9) Calcula el niUmero real x
a) X=00s0°+2sen30° +cos’ 45°

‘= 2¢0s60° —cos30°

~ 200s60° +c0s60°
_ €0s0°-c0s30° + sen60° - sen90°

C

) tg30°-cos45° - sen45°
d) x=(sen90° +1tg45°)- (sen30° + cos90°)
e) x=a’tg 45°+ 2 ab cos0°+b’sen’90°

b)

10) Elija la respuesta correcta: En un tridngulo rectangulo siendoay plos angulos
agudos se verifica:

A. cos? g +sen?qa =
B. cos? g - sen?a
C. sen?p - sen?aq =
D
E

1
1
1
sen?p +sen’a = 1

Ninguna respuesta anterior es correcta

11) éCual de estas relaciones es correcta?

A. tan? g -sen? B = sec’f+ Cos’ 3

B. sen? B -tan? g = sec’p - cos?

C. tan?p +sen?p = sec?p - cos?

D. tan?p + sen?p =sec?pB + cos?p

E. Ninguna respuesta anterior es correcta.

Ecuaciones Trigonométricas.

Frecuentemente se presentan situaciones que determinan condiciones que deben
verificar ciertos angulos y/o sus razones trigonométricas, y se desea conocer qué
valores son aceptables para estos angulos. Al expresar esas condiciones en lenguaje
simbdlico, aparecen las ecuaciones trigonométricas. Para resolverlas se emplean los
conocimientos vistos anteriormente.
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Ejemplo:
Resuelve la siguiente ecuacion:
sen(20) = cos(20) ;, 0 < @ <2x

Dividiendo ambos miembros por cos (26) se obtiene: tan (26) =1 ; de donde:
(usando la calculadora se puede buscar el angulo cuya tangente es 1, es decir arctanl= tan’1)

a) 20 :g = 0 :g S (22°307)

b) 20 = %”; difiere en = del anterior valorde260 = 0 = 5?" ;o (112°30°)

c) 20 = %”; difiere en = del anterior valorde20 = 6= 9;” S (202°30°)
__13m | . . __ 13w 0 ,

d) 20 =—; difiere en 7 del anterior valor de260 = 60 = - ¢ (292°30°)

Los otros valores de @ que satisfacen la primera ecuacién no verifican la segunda
condicion.

Otras ecuaciones trigonométricas:
Encuentre el angulo x del primer cuadrante que cumple:
a. 3tanx-3=0
3tanx =3
3
tanx =—

tan x =1
x=tan!1
X = 45°

b. 3cscx-6=0
3csc X =6

CSCX=§:2
3

1
sen X = —
2

— -1 1
X =sent =

2

x = 30°

C. 2sen2x—-1=

0
sen2x = 1
2
2 x =sent (12)
2 x = 30°

x = 15°
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Resuelve los siguientes ejercicios:

12) Calcula en grados el valor del angulo, tal que 0 < x < 90° y que satisfaga la
ecuacion

a) —2senx=+/2
b) 2cscx-4=0
C) 2cosX =+/3

13) Determina todos los angulos x tales que 0 < x < 2n

a) 2 sen X = Cos X

b) 2(cos*x — sen®x)=1

C) sen? x— sen X = cos2x
d) 2sen’x—-senx+1=0

14) Verifica las siguientes identidades

Sena + CoSx
COSo

b) /(L+sena)-(1—sena) = ﬁ

a) sena-seca+1=

sen’a —cos’ a
cosa(sena + cosa)
(1—cosx)-(1+cosx)

COS X
1 1

1—sen’x cosec?x—1

=tga -1

d) = SECX — COS X

e) 1

15) Calcula el valor de “x” usando las relaciones circulares inversas (con el uso de
la calculadora).

3
a) senx =—
2

b) tan2x =1
x 3

C) sen—=——
3 3
16) Encuentra las soluciones, comprendidas entre 0 y 2n , de las ecuaciones que
siguen:
a) cos (Z2a) +cos (4a) = 0
b)sen?a = 2.cos a + 2
c) 3— sen S =cos (25)
d) cos(Zp)+5.cos p+3=0

x 1
e) cos— =—
2 2
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Expresion trigonométrica y polar de un nimero complejo.

Como vimos en la unidad 1 los nimeros complejos tienen una parte real y una
imaginaria, por lo que podemos representarlos como puntos del plano, donde sus
coordenadas son la parte real y la parte imaginaria. Otra manera de expresar un
numero complejo es la forma polar:

Modulo y Argumento de un Complejo
A cada numero complejo z = (a;b) le esta asociado un vector con origen en el origen
de coordenadas y extremo en el punto (a;b) . De este modo se puede hacer

corresponder a cada numero complejo un vector.
Graficamente:

z=(a;b)

v

El mddulo de ese vector es el mddulo del complejo y se representa con la letra p
Al angulo @ se lo llama argumento:

p=|z|=+a’+b’
b

g = @ = arctan p

a

A la expresion (p ;@) de un numero complejo se la denomina forma polar.

p: mddulo del vector con origen en el origen de coordenadas y extremo el punto (a;b)
que representa al complejo y es el modulo del complejo.

¢: argumento, que el angulo que barre el vector en el plano, a partir del semieje
positivo de las x.
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z=1(a:b)

p=l

A

a

Probemos en un ejemplo como un complejo de la forma bindmica (a + bi) se puede
expresar en la forma polar (p ; ®)

Forma bindbmicaz=(3+41i) Forma Polar z= (p;®)

p=32+4> =25 =5
¢ = arctan% = 5307 48"
Luego el complejo en forma polar: z = (p;@) = (5; 53° 7" 48")
Probemos ahora ir de la forma polar a la forma bindmica
Forma polar: z=(2;60°) Forma bindmica: z = (a + bi) ?
a=p.cosp=2.cos60°=2.05=1
b=p.senp= 2.sen60°= 2.0.866 = 1.732
Luego el complejo en forma bindmica: z=a + bi=1 + 1.732i

Pero aun queda otra forma de expresar un numero complejo es la forma
Trigonométrica.

Teniendo en cuenta la forma bindmica (a + bi) y puesto que
a=p.cosp Yy b=p.seno

z=(a+bi)=p.cosp + ip.sen®p= p.(cos®p + i senQ)

Luego: z=p.(cos@ + i sen®)

Es la forma Trigonométrica de un nimero complejo.

Probemos expresar el complejo z = (3+4i), trabajado anteriormente, en forma
trigonométrica.

Forma bindmica: z =(3 + 4 i) Forma Trigonométrica
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z=p.(cosp + i.sen@)
tomando los valores de p y ¢ calculados previamente:

z =5 (cos 532 7" 48" + isen 53° 7" 48").
Resuelve los siguientes ejercicios:

17) Dados los siguientes numeros complejos:

z1 = 5-3i; 2 =1/2+43/4i z3 =-5i;
Z4 =7; Zs =-1-i; Z6 = -2+i

a) Calcula el médulo (p ) y el angulo que forman con el eje positivo de las x ().
b) Expresa estos complejos en su forma trigonométrica y en su forma polar.

18) Escribe en forma binémica los siguientes nimero complejos y grafica en el
plano.

z7 = 8 (cos 30° + i sen 30°)

zg = 2 (cos 120° + i sen 120°)

Zo = 3 (cos 0° + i sen 0°)

210 = ~ (cos 180° + i sen 180°)

z11 = 2 (cos 270° + i sen 270°)

19) Representa graficamente a los nUmeros complejos que verifican que |z| = 3.
¢Qué figura queda determinada? Calcula el area y el perimetro de esa figura.

Pero también podemos expresar un complejo a través de la llamada
formula de Euler o exponencial:

elH

=Cc0s & +1send

@

Donde e= 2. 71828.....(nUmero irracional al igual que =)
0 : angulo expresado en radianes

Anteriormente habiamos mostrado que podiamos expresar, un nimero complejo, en
forma trigonométrica a través de la expresion:
)

z=p.(cos@ + i.sen®)

De (1) y (2) , se deduce que cualquier nimero complejo z diferente de cero, puede
expresarse:
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1= p &l

Como ejemplo, podriamos querer expresar el complejo:

z=p.(cosp + i .sen(p)=2(cos%“+isen%“),como
i~§ﬂ'
z=e""=¢ 4

Para el producto de complejos, la expresion, sera:

i(6+6,)

2, 2,=py-P7 €
Para el cociente de complejos, la expresion sera:

ﬂ:ﬂel(el_QZ)
2 P2

¢Te animas a proponer un ejemplo, que cumpla con los expresiones del producto y
cociente, de complejos segun la forma de Euler?.
EN SINTESIS:

Forma Bindmica a Polar: z = (p; ®) Forma Polar a Bindmica: (a + bi)
_ a2 2
p—‘Z‘—\/a +b a = p. cos @
o)
@ = arctg — b = p.sen ¢
a
Forma trigonométrica Férmula de Euler o Exponencial
z=p.(cos@ + i.sen®) em:COSHHSEI’lH
1=p elf
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Resuelve los siguientes ejercicios:

20) Cuales son las coordenadas del punto que se obtiene al girar 90°, en sentido
antihorario alrededor del origen, el afijo del complejo 2 + i

21) Halla las coordenadas de los vértices de un cuadrado de centro en el origen
de coordenadas, sabiendo que uno de los vértices es el punto (0, —2).

22) La suma de los componentes reales de dos niUmeros complejos conjugados
es seis, y la suma de sus modulos es 10. Determina esos complejos en la
forma bindmica y polar.

23) Expresa en forma polar y bindmica un complejo cuyo cubo sea:

8lcosZ+isenZ
2 2

24) Escribe en las formas polar y trigonométrica, los conjugados y los opuestos

de:

a) 14 + 4/
b) 2-2 + 2/

Recordemos las siguientes formulas de como se calcula el perimetro y el area de
sectores circulares y coronas circulares.

Figura Perimetro Area
2n(R+7) T (R?—1?)
L 2nra 2
+ 2r nra
360° 360°

Si el angulo esta en
grados sexagesimales

http://matematicasjjp.webcindario.com/geometria_plana_resuelta.pdf
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resuelve los siguientes ejercicios (http://matematical.com/category/sector-circular)

25) Ana se ha montado en el caballo que esta a 3,5m del centro de una plataforma
que gira y su amiga Laura se ha montado en el ledn que estaba a 2m del centro.
Calcula el camino recorrido por cada una cuando la plataforma ha dado 50 vueltas.

26)Los brazos de un columpio miden 1,8 m de largo y pueden describir como
maximo un angulo de 146°. Calcula el espacio recorrido por el asiento del columpio
cuando el angulo descrito en su balanceo es el maximo.

27)Calcula el area del trapecio circular cuyas medidas son: R=3 cm, r=1,5cm, y
el angulo central 1040°.
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