UNIDAD DIDACTICA VI
FUNCIONES

Temario: Funciones: definicion, distintas representaciones: simbdlica, diagramas de Venn,
en sistemas de ejes coordenados. Ceros, tablas. Conjunto de Partida, Dominio, Conjunto
Imagen. Dominio natural. Andlisis de funciones segun sus clasificaciones (inyectivas,
suryectivas, biyectivas, crecientes, decrecientes, perioddicas). Intervalos de crecimiento,
decrecimiento, positividad, negatividad. Relaciones inversas. Algebra de funciones.

Funcidn polindmica: Funcidn polindmica real. Ceros. Funcion afin: relacion entre la funcion
afin y las ecuaciones de la recta. Andlisis de funciones afines, en particular las lineales y
constantes. Funciones de proporcionalidad directa. Funcidon cuadratica: elementos,
representacion grafica, analisis de los términos para la determinacion de las caracteristicas
de la grafica, desplazamientos vy relacion (intuitiva) entre la grafica de una funcién
cuadratica y el lugar geométrico parabola. Uso de férmulas para hallar los ceros de una
funcidon cuadratica. Relacion entre los ceros de la funcion y las raices de la ecuacién de
segundo grado. Analisis intuitivo de funciones polindmicas cubicas.

Funcion racional: Dominio Natural e imagen, ceros, representacion grafica. Funciones de
proporcionalidad inversa.

Nociones de las Funciones trigonométricas: Dominio, imagen, Periodos, ceros
caracteristicas y graficas de las funciones trigonométricas: seno, coseno, tangente.
Funciones trigonométricas inversas.

UTN- FRM- Unidad VI



Introduccion:

Comencemos con algunas situaciones problematicas que se resuelven con el concepto de
funciones numéricas. Intenta plantear alguna de ellas o parte de las mismas con los
conocimientos que posee ahora.

1) El sabado, Luis fue a realizar algunas compras. En el camino, se detuvo en la
panaderia en la que se encontrd con una amiga. Luego, se dirigid sin parar hasta la
tienda y luego volvidé a su casa. El grafico muestra la distancia a la que se
encontraba Luis desde que salié de su casa hasta que volvid, en funcion del tiempo.

Figura 1
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Segun lo que muestra el grafico:

¢Qué variable se represento en el eje horizontal? ¢y en el vertical?
¢Cuanto tiempo tardd Luis en llegar a la tienda?

¢A cuantos metros de la casa de Luis se encuentra la panaderia?
¢Cudnto tiempo se quedo en la tienda?

¢Cuanto tiempo empled para regresar desde la tienda?

2) El costo de transporte de un taxi estda compuesto por un valor inicial al abordarlo
(bajada de bandera) de $ 8.50 mas $ 0.90 por cada 100 metros recorridos. Las
fracciones no completas de metros no se cobran. ¢Cuanto costara un viaje de 4
km?lY otro de 9,5 km?iEs esta relaciéon una funcidon? éPor qué?éCémo se
representa?

3) Se muestra la variacién de la temperatura exterior de una casa a medida que
transcurre el tiempo.

UTN- FRM- Unidad VI



Figura 2
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a) ¢Cual es la medida de la temperatura maxima y a qué hora se registrg?
b) ¢Y cual es la medida de la temperatura minima?
c) ¢éDurante cuanto tiempo se hicieron los registros?

Para poder responder correctamente a las situaciones anteriores, recordemos algunos
conceptos que nos llevaran a lo que buscamos.

PRODUCTO CARTESIANO — RELACIONES — FUNCIONES

Para interpretar el concepto de relaciones y funciones entre conjuntos tomaremos un
ejemplo con cuatro letras y cuatro nimeros, por lo que los conjuntos que intervendran
seran:

A={a b,c,d} vy B=4{1,2 3,4}

El Producto Cartesiano A x B esta formado por todos los pares ordenados que se pueden
armar con los elementos de ambos conjuntos, siendo el primer elemento del par, del
conjunto A (primer conjunto o conjunto de partida) y el segundo elemento del par, del
conjunto B (segundo conjunto o conjunto de llegada).

AxB={(&1),(a2), (@3), (&4), (b;1), (0;2), (b;3), (b;4), (c;1), (¢;2), (¢:3), (¢;4), (d;1), (d;2), (d;3), (d;4)}
Se puede hacer una seleccion de estos pares obtenidos, estableciendo una vinculacion o

condicion entre la 1° componente del par y la segunda. A esto se le llama relacién entre
el conjunto Ay B.
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Ejemplos
1) Dados A={x/x es un numero digito} B={x/x € IR A |x|<8}. Determine los pares de la

siguientes relaciones definidas entre Ay B :

a) Ri.“x es la mitad de y”
b) R,: “x es el siguiente de y”
c) Rjs: “y=3x"

a) Resolvamos la primera. Para ello necesitamos saber los elementos de los conjuntos:
A={0, 1, 2, 3, ...,.9} B=(-8; 8)

Como el conjunto B esta formado por nimeros reales, no se puede representar en
diagramas de Venn, ya que sélo se utilizan para nimeros discretos (los naturales).
Hallemos los pares que cumplen con:

R1={(11 2)1 (21 4)1 (31 6)}
Piensa y explica por qué no se ha escrito €l par (4, 8) .....coveeeeeeeeeeeeeeee s

Ahora escribe las relaciones que faltaron

2) Escribe otros ejemplos entre conjuntos de:
a) numeros reales;
b) personas;
c) figuras geométricas (triangulo, cuadrado, rectangulo, trapecio, rombo, romboide,
circunferencia, trapezoide) y su area.

Algunas de las relaciones, cumplen caracteristicas muy especiales y reciben el nombre de
funciones.

Para reconocer si una relacién es funcidon, es conveniente utilizar primeramente el
diagrama de flechas de la relacion, y analizar si se cumplen las siguientes condiciones:
existencia y unicidad.

Existencia: Todo elemento del conjunto de partida debe poseer imagen. En forma
grafica, de todos los elementos del conjunto de partida deben salir flechas.

Unicidad: Todo elemento del conjunto de partida debe tener imagen Unica. En forma
grafica, de cada elemento que posee existencia, debe salir solamente una flecha.
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Ejemplo
Dadas las siguientes relaciones, determina si son funcién o no.

Figura 3
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El primer elemento del par ordenado se lo llama 1° componente y en general, se lo
simboliza con la letra x, pues en el caso de una representacidon en ejes cartesianos, la 1°
componente es la abscisa del punto; el segundo elemento, es la 2da. Componente y se
simboliza con la letra y (ordenada del punto). Otra forma de identificar a las componentes
del par es como variable independiente y variable dependiente.
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Llamamos variable a todo objeto, proceso o caracteristica que estd presente, o
supuestamente presente, en el fendmeno que se quiere estudiar y reciben el nombre de
variables en la medida en que su modificacién provoca una modificacion en otro objeto,
proceso o caracteristica.

Se llama variable independiente a aquella que se le puede asignar algun valor deseado
puede cambiar libremente su valor, asi como el primero, sin que su valor se vea afectado
por alguna otra(s) variable(s). Generalmente, una variable independiente es la entrada de
una funcidon o relacion y normalmente se denota por el simbolo x, en tanto que
frecuentemente y se reserva para la variable dependiente, que depende de x.

Si la relacion cumple con ambas condiciones, Existencia y Unicidad, la relacién es

considerada una funcion.

La relacion, en la que a cada valor de una variable independiente le corresponde un
unico valor de la variable dependiente llamada imagen, es una funcion.

Veamos con respecto a las situaciones problematicas planteadas al comienzo de la
unidad. En los planteos antes mencionados podemos establecer una relacion entre dos
variables consideradas: una de  estas variables recibe el nombre de variable
dependiente (distancia recorrida desde la casa de Luis al almacén, el valor del viaje en
taxi, la temperatura en el exterior de la casa), y la otra es la variable independiente
(tiempo que tarda Luis en ir y volver al almacén, tiempo que se estd midiendo la
temperatura exterior de la casa, cuadras recorridas por el taxi). Podemos decir por
ejemplo, que la distancia recorrida, depende del tiempo de marcha.

A una relacion la llamamos funcion, cuando a cada valor de la variable independiente (x)
le corresponde un Unico valor de la variable dependiente ()). En este caso se dice que “y
es funcion de x” o que y depende de x, lo que se simboliza y = f (x), siendo f el
nombre de la funcion.

Definicion: Dados dos conjuntos A y B. se llama funcién de A en B a la relacion o
correspondencia que a todo elemento de A le hace corresponder uno y sélo un elemento
de B.

f: A->B quiere decir que la funcidn f esta definida de A en B

A es el conjunto de partida y B el conjunto de llegada.

\\, /7

Si a un elemento “x” de A le corresponde “y” a través de la funcion f, decimos que “y” es
la imagen de “x" y lo escribimos f(x).
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Dominio de una Funcion: Es el conjunto formado por los elementos (x) que pertenecen
al conjunto de partida (A). Si una relacion es funcién, el domino coincide con el conjunto
de partida porque se debe cumplir la condicion de existencia, sino no es funcion.

Imagen de una Funcion: Es el conjunto formado por los elementos (y) del conjunto de
llegada (B) que son imagenes de elementos del conjunto de partida.

Realiza la siguiente consigna:

a) ¢Cudles son los dominios de las relaciones anteriores? équé sucede con los dominios en
las relaciones que son funciones? Te daremos los dominios de las relaciones.

b) &Y los conjuntos Imagen de cada una de las Relaciones son:

Respuestas:
a) Dri={acd} Dro={a,b,c,d} Drs={a,b,c,d} Dri={a b,c,d} Dr ={a b,c d}

b) IRl = {1, 2, 3, 4} IRZ = {1, 3} IR3 = {1, 2, 3, 4} IR4 = {1} IR5 = {1, 2, 3, 4}

FUNCIONES NUMERICAS — REPRESENTACIONES — DOMINIO NATURAL

Con el fin de poder cuantificar su estudio trabajaremos con funciones que asignen o
hagan corresponder nimeros a numeros. Por ejemplo, consideremos la longitud de una
circunferencia de diametro “d” (expresado en centimetros). Sabemos que se puede hallar
empleando una férmula:

longitud circunferencia = = . d

Podemos ordenar las distintas longitudes de circunferencias (/) segin el diametro de cada
una, en una tabla.

d(cm) Long /(cm)
0 0
0,5 1,57
1 3,14
2 6,28
3 9,42

Destaguemos que a cada diametro de circunferencia le corresponde una dnica longitud.
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Nuevamente, se relacionan dos variables: diametro (d) y longitud de circunferencia (/). La
variable independiente sera d y la variable dependiente sera /. A esta relacion la podemos
escribir como | =f(d) y leemos : "/a longitud es funcion del diametro”

Segun esta funcidn se puede establecer que los valores que puede tomar ¢ varian entre
0 e infinito, como también /. £/ conjunto de partida y dominio, son los reales no negativos;
el conjunto de llegada, puede ser el conjunto de los niUmeros reales, pero la imagen de la
funcién también son los reales no negativos (reales mayores o iguales que cero) y lo
escribimos como:

Dr={delIR/d>0} y I={/eR /[ />20}

Si se llevan los datos de la tabla a una grafica cartesiana:

Longitud(cm)

1)

Figura 4 "

Diametro (cm)

Piensa en la funcidon anterior como una maauina de calcular.

funcion
—» —

d f /=f(d) = 3,14 .d

entrada salida

La maquina toma un ndmero (la entrada) y produce un resultado (la salida). A cada
numero en la entrada le corresponde un ¢nico nimero como salida.

Cuando no se especifica dominio de la funcion, siempre se supondra que es el mayor
conjunto de nimeros reales para los que la regla de la funcién tenga sentido y dé valores

8
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de numeros reales. Este se llama dominio natural de la funcién. Observe que para
multiplicar = . d, d puede ser cualquier nimero real, pero por ser una distancia, no
corresponde considerar valores negativos.

Si se estuviera analizando una funcién en base a una grafica cartesiana como las
mostradas al comienzo de la unidad, el dominio natural estara dado por los valores de x
“tomados” en ella: en el caso de Luis (distancia respecto del tiempo), se observa que el
dominio natural es Df=[0, 60]; para la grafica que vincula temperatura-hora del dia,
obviamente, el dominio natural es Ds=[0, 24]

Otros ejemplos:

1
1) El dominio natural de la funcion f(X) = x—3 es el conjunto de todos los

numeros reales excepto el 3, ya que la funcién no esta definida para x=3. Entonces
Df=R - {3}

Si se quiere restringir el dominio, por ejemplo a un conjunto finito de nimeros, se
podria definir la siguiente funcion:

Si se quiere restringir el dominio escribimos:

| 111 1
f: (6,7, 8}—>{§,Z,g}/ fo=-—"1

Esta funcién se puede representar en diagrama de Venn:

Figura 5

—|
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2) El dominio natural y el conjunto imagen de la funcién: f(x) =+JX esel conjunto
de todos los nimeros no negativos, ya que la raiz cuadrada de un ndmero da un

numero real sélo cuando x > 0y para la funcion F(x)=—Va-x el dominio natural es

el conjunto de todos los numeros reales para los cuales 4 — x >0, por lo tanto  Df
= (-o;4] y laimagenes: If= (-0 ; 0]

En ambos casos, el conjunto de llegada puede estar formado por todos los reales.

4x

2
X =25
valer cero, por lo tanto tiene como dominio natural el conjunto IR — {5;-5}, porque
f(x) toma valores reales para cualquier nimero real de x distinto de 5 y 5.

3) La funcién f(X)= es una funcion racional donde el denominador no puede

Realiza los siguientes ejercicios:

1) Escribe la expresidn que representa las siguientes situaciones y determina conjuntos de
partida y de llegada:

a) Area de un rectangulo de base 4 cm en funcion de la altura.

b) El perimetro de un rectangulo en funcion de la base, si se sabe que ésta es el doble
de la altura.

c) la base de un rectangulo en funcion de la altura si se sabe que el &rea es de 6 m?.

2) Sea A el conjunto de partida formado por los nimeros reales, determina cuales de las
siguientes relaciones son funciones:

o

H

3) Halla el dominio natural y la imagen de las siguientes
funciones y represente en diagrama de maquina.

a)f(X)=1+x*> b) fM)=1-t ¢ f@)=vVa-2 d) f(x)=|x

4) Representa las siguientes funciones en graficas cartesianas
10
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a) f: R>R/f(x) =4 — 2x

1 X
2 c) f:N,—>R/f(x :(—
by f :Z>R/f(x) = (x - 2) ) () 2
d f:[0,10]>R/f(x) =x*~ 2
Nota: Para realizar un grafico es conveniente construir una tabla de valores, en donde asignando
valores a la variable x se calculan los correspondientes valores de y, obteniéndose los puntos que
representaran a la funcion como pares ordenados (x; y). En esta tabla de valores se asignan los
valores a x y se calculan los valores de y, segun el formato que tenga la relacién. Una vez
determinado los pares (X; y), representarlos en el diagrama cartesiano, verificar que coincidan con
puntos de la grafica. Si no es asi, revisar o comprobar donde esta el error.

5) Determina el dominio y la expresion algebraica que define cada una de las siguientes
funciones, si se sabe que todas tienen como conjunto de llegada el conjunto de nimeros
reales:

a) A cada nimero real le corresponde el cuadrado de su mitad.
b) A cada nimero entero le corresponde como imagen la suma entre su cuadrado y 1.
c) A cada numero real le corresponde la diferencia entre 5 y el doble del nUmero dado.

CARACTERISTICAS Y PROPIEDADES DE FUNCIONES

Ya se han definido algunas propiedades o elementos de las funciones: el Dominio, el
Conjunto de Partida y la Imagen. Es necesario definir otros elementos que caracterizan a
las funciones para poder luego analizarlas.

Ceros de una Funcion

Miremos ahora la variacion de la temperatura exterior de otra casa a medida que
transcurre el tiempo.

Vemos que a la hora 1, Ila

12

. aN temperatura es de 0°C.
o En SlmbO|OS,.SI x1 =1y f(1)=0,
v entonces deC|mo§ que x; = 1 es un
E ) . cero de la funcion porque la imagen
e / TN de dicho valor de x es cero.
g (2)' g N Los ceros de una f_uncién son aquellos
9 2 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 Valores del domlnl? Cuya Imagen €s
cero. En forma grafica los ceros son
-4

. aquellos puntos de la grafica de la
tiempo () funcién que intersecan al eje x (es
decir: f(x)=0 o lo que es lo mismo

11
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Figura 6 y=0).

Para hallar analiticamente los ceros de una funcidn, se toma la expresion de ésta y se
iguala a 0. La expresion analitica de la funcidn se transforma en una ecuacion. Se resuelve
la ecuacidn y los valores de x hallados son las raices buscadas. Por ejemplo, observe las
graficas de las siguientes funciones:

Figura 7
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Se han representado dos funciones, de las cuales se conocen sus expresiones, y se desea
calcular los ceros de esas funciones. Por ahora, lo veremos solo en el grafico:

Para la grafica 1, la expresion es Y =—2X+4=0=x = 2
Para la gréfica2, y=x+2Xx-3=0=>x =-3; X, =1

Polos

Se llama polos de una funcién a los valores que no puede tomar el dominio de la funcién,
ya que anulan el denominador, sin anular al numerador. Es decir, que se llama polos a los
valores de x para los cuales la funcion se hace infinita (indeterminada), pues se anula el
denominador y no se anula al numerador.

Si algun valor real xo, anula, simultdneamente numerador y denominador, se dice que la
funcién presenta una laguna en Xo.

1
Ejemplos:  Dadas: 1) f : IR—{3} > IR/ y =

X
'IR={-55| > IR/y=———
2)9:R-{-55} > IR/y=—7—0

12
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Figura 8
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La funcién 1) Y = tiene un polo en x; = 3. Para este valor de x la funcidon no esta

X—3
definida y tiende a un valor muy grande (infinito). La recta definida por x = 3 es una
Asintota Vertical.

X
La funcion 2) Y = )(2— tiene polos en x; =5y en x, = -5, porque para esos valores la

-25
funcion se hace infinita.

Los casos mas frecuentes de polos se presentan en el estudio de funciones racionales, es
decir funciones con conjunto de partida y llegada los nimeros reales que se pueden
expresar como cocientes de funciones polindmicas. Estas funciones las estudiaremos en
forma particular y con mas detalles, por ahora analicemos graficamente que significa un

P
Q%)

En estos casos los polos seran los ceros del denominador, es decir, cuando Q(x) = 0.

polo para una funcién racional del tipo f(X) =

Ejemplo 3) y—&
Jemp X% —x—-12

Figura 9
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En y =x*—x — 12 = 0 las raices son x;= -3 ; X, = 4 (veremos mas adelante el
calculo), por lo tanto en esos valores la funcion tiene polos y asintotas verticales.

Ejemplo 4) Analice si la siguiente funcidn, presenta polos o lagunas:

_ x*-4
2x% +3x -2
Para el denominador 2x* +3x - 2 = 0, los ceros son x;= -2 ; Xo= Y2 ; no obstante x; = -2

no es un polo porque anula también el numerador, la funcidon no estad definida y se
representa con un punto abierto. A estos puntos se los denomina lagunas.

Figura 10 3

Ordenada al origen

Se entiende por ordenada al origen al valor que toma la funciéon cuando la variable
independiente xo = 0. Graficamente representa la interseccion de la funcion con el eje y.
En los casos anteriores, por tratarse de funciones polindmicas, que veremos mas adelante,
la ordenada al origen esta representada por el valor del término independiente.

Intervalos de Crecimiento y Decrecimiento

Sea f una funcién, con conjunto de partida IR y conjunto de llegada IR dada por y=f(x),
diremos que:
Un intervalo de crecimiento de una funcién es un subconjunto I del dominio para el
cual a mayores valores de la variable independiente x le corresponden mayores valores de
la variable dependiente y. En términos de incrementos si Ax>0 (+), Ay>0 (+). En lenguaje
simbdlico:

vxel:six <x, = f(x)<f(X,)

Que se lee: Para todo x perteneciente al intervalo I, si x; en menor que Xx,, ocurre que la
imagen de x; es menor que la imagen de x.

14
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Un intervalo de decrecimiento se presenta en el caso contrario al expuesto:

vxel:six <X, = f(x)>f(x,)
En el caso de las funciones representadas anteriormente en la Figura 6 , la funcidon cuya
grafica es una recta, sera siempre decreciente; mientras que la otra funcién, posee ambos
tipos de intervalos, a cada lado del valor x; = -1, que corresponde a la abscisa del vértice
de la parabola. El intervalo (-00;-1) es el Intervalo de Decrecimiento. El intervalo (-1;+00)
es el Intervalo de Crecimiento.
Recordemos el caso de la situacién representada en la Figura 6

temperatura(°C)

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1112 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

tiempo(h)

podemos decir ademas:

1) La maxima temperatura esta dada por 26°C a la hora 12, es decir que la mayor de
las medidas de temperatura es 26.

2) La temperatura minima es 5°C registrada en la hora 3, es decir que la menor de
las medidas de temperatura es 5.

Como la temperatura varia entre 5°C y 26°C, y a su vez, puede tomar valores reales
intermedios, podemos decir que la imagen de la funcion esta dada por el intervalo real
cerrado [5,26].
De la misma manera, como el tiempo varia entre 0 h y 24 h (con sus valores reales
intermedios), podemos decir que el dominio de la funcién esta dado por el intervalo real
cerrado [0,24].

3) La funciéon es creciente de 3h a 12h, puesto que al aumentar el tiempo, también
aumenta la temperatura (en el grafico la curva que representa este aumento de
temperatura es ascendente, siempre observandola de izquierda a derecha, es decir
la curva “sube”) desde 5°C hasta los 26°C. En este caso el incremento (o variacion)
de la funcién es 21°C.

4) La funcién es decreciente:

i) de Oh a 3h puesto que a medida que aumenta el tiempo, la temperatura
disminuye (en el grafico observandolo de izquierda a derecha la curva que
representa esta disminucién de temperatura es descendente, es decir la curva
“baja”) desde 8°C a 5°C. Por lo tanto el incremento (o variacion) de la funcion

es de —3°C. Note que el incremento, en este caso, es negativo para indicar que
15
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la temperatura bajé durante ese periodo de tiempo. De 12h a 24h, la
temperatura vuelve a disminuir, como también lo hace de 26°C a 8°C.la
variacion de la temperatura es de —18°C. Note que el incremento es negativo
para indicar que la temperatura bajé durante ese periodo de tiempo.

Por lo cual esta funcion presenta dos intervalos decrecientes y un intervalo creciente que

son

Realiza los siguientes ejercicios:

6) En

la siguiente grafica, que representa a una funcion f, cuyo Dominio es el conjunto de

numeros reales:

b)

C)
d)

e)

1L y

Jem
/T 1IN
// 0,5 \
T , T \G T T \‘ T T T T T '/ \X
-2,5 - -/1,5 -1 -0,5 05 1 1,5\\2 25 3 35 4/5 5 5|5
-0,5 1
\\\

-1 A \in"

Indica los puntos de interseccién de la grafica de la funcion con el eje de las
ADSCISAS ...

Da las coordenadas (X, y) de dichos puntos: .......ccoeeeivieniiinniinnennn.

¢Cuantos ceros presenta esta funcion?...............

En caso de ser posible, contesta:

i) ¢Cudl es el minimo valor de la funcidn?. Escribe las coordenadas de dicho

pPUNtO...euuiririiees
i) éCudles son las coordenadas de un maximo local de Ia
funcion?........cccevvvvvvnnnnnns Escribe las coordenadas de dicho punto.....................

Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

7) Para la funcién f :D; — IR/y=2x—-4 halla, de ser posible:

a)
b)
c)
d)

8) Dada la funcién g: D, = R dada por g(x) =

a)

El dominio de f

los ceros

los polos

intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

x%2-9
x2

halla, de ser posible:

El dominio de ¢
16
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b) los ceros
c) los polos

e. Conjunto o intervalos de Positividad y Negatividad

Dada una funcidon que aplica un conjunto D en los reales, los Conjuntos de Positividad y
Negatividad son Intervalos del Dominio (D) de la Funcidn y representan los valores de x
para los cuales la funcién toma valores positivos o negativos.

El Conjunto o intervalo de Positividad (C*) de una funcién es el subconjunto del
dominio cuyas imagenes son nimeros positivos.

El Conjunto o intervalo de Negatividad (C’) de una funcién es el subconjunto del
dominio cuyas imagenes son nimeros negativos.

Ambos subconjuntos estan formados por la unién de los intervalos donde se cumple la
condicion definida.

Por ejemplo, en el grafico de Ila funcidbn cuadrdtica definida como

g:IR > IR/ y=x*+2x—-3, determinamos los conjuntos C*y C

Figura 11

C" = (-00;-3) U(+1;+00)

C =(-3;1)
Recuerda: Los conjuntos de Positividad, Negatividad y los Intervalos de Crecimiento y
Decrecimiento son subconjuntos del Dominio, por lo tanto, son subconjuntos formados por
valores de la variable x y se consideran en el eje de las abscisas.

f. Funciones Pares y Funciones Impares

Sea f una funcion que aplica un conjunto D en los reales, una funcion fes par si para
todo valor de x perteneciente al dominio se verifica que:

fx) =f(x)

Graficamente se identifica una funcién par cuando es simétrica respecto del eje y.
En el ejemplo siguiente, para la funcién f:IR — IR/ y =—x*+4, resulta:

17
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3

f(1) = f(-1) =
Una funcion fes impar si para todo valor de x perteneciente al dominio se verifica que:

f(x) = - f(x)

Graficamente se identifica una funcion impar cuando es simétrica respecto del origen de

coordenadas.

x*y = X3, resulta:

En el ejemplo siguiente, para la funcion f:IR - IR/y

f1)=1,;f(-1)=-1=-f(1)

I I I - r-TrT 7T TTTTTTITITSCTITSTAT T
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
et Il bl ---r--r--fF--Tr--T--T--T--°a---
rJI[_|rrILrlAA}_,K_ 1 T L 1 1 1
1 [ 1 1 1 1 1
it el it - T A e s it
1 1 [ 1 1 1
1 1 1 > 1 Xl 1 1 1
i Bl ---F--F-%F-—-+-dt--+--+--4---
1 1 1 1 ﬂ_ 1 1 1
1 1 v 1 = 1 1 1 1
1] 1 1 - 1 A [ 1
1 1 1 1 1 [ 1
[ P [ T I T Tt At e
1 1 > 1 a|_ 1 1 1 1
1 [ ] 1 1 1 1
[ P R, [T o SR L ——d__d1__a___
1 1 1 1 o 1 1
1 1 1 1 V_A 1 _/A"/rrrJIIJJLI.JIA
[N P R oL oL} L_o_L__1__1__d_-=°=
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
RN ) | RS R Y N Y N Y U (I [,
i 1 ! ! i T T
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
a il 1 1 r T T
1 1 1 1 1 1 i
1 1 1 1 1 1 1
a il 1 1 r T T hl
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
bl - - [ r r T T 1
1 1o 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
bl a-4 T T T T T T T 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 \vIA 1 1 1 1 1 vA_ 1 1
- —=4- AN ---1--=-1-—-=-1-—-=-F--F--F-- +t—-——-+-=-1
| 1 Y- | | | | | | | |
u 1 y 1 1 1 1 1 = 1 1
=+ 1 A 1o 1 1 O | | |
1 1 1 1 1 1 1 1 1
- - 4 1 I I [ [ + +
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
- 1 L L L L L L
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
- = 1 [ [ L L
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
- [ [ [ L L
1 1 1 1
1 1 1 1
- [ [ [ L L
(o]
Lo
©
S
2D
[T 9

X2 +4

y:_

-

Funciones Periodicas

g.

-

f es periodica si

Sea f una funcidon que aplica un conjunto D en los reales, una funcién

existe un nimero p tal que:

f(x+p)="~f(x)
para todo x que pertenece al dominio de f, donde p es el periodo, o intervalo para el cual

se repite el valor de la funcidn.

de

/4

delante, son un ejemplo clasico

4

, queé veremos mas a

Las funciones trigonométricas
funciones periddicas, pero no las Unicas.

Figura 13

Seno x

Ejemplo: y

18
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N T T T S * At L : :
O o T T O SO NS
N RN R | |

NN : :
L ) s L A = hey A
N R SO N T S TN U O O T

3 1.

Vemos que la funcidn seno, luego de un valor en el eje x, que llamamos periodo p, vuelve

a repetirse.
Funciones acotadas

Una funcion f esta acotada superiormente si existe un numero real k tal que para toda x
es f(x) < k. El nUmero k se llama cota superior.
Una funcidn f esta acotada inferiormente si existe un nimero real k’ tal que para toda x es
f(x) = k’. El nUmero k’ se llama cota inferior.
Una funcion esta acotada si lo esta a superior e inferiormente.

k" < f(x) £k
Desde el punto de vista geométrico, esto significa que en el intervalo [a,b] toda la grafica
esta entre dos rectas horizontalesy = -k e y=k.

Figura 14

Si una funcién esta acotada, presenta un conjunto de cotas inferiores y superiores y entre
los elementos de éste conjunto, existe la menor cota superior, llamada supremo vy la
mayor cota inferior llamada infimo, que pueden pertenecer o no a la imagen de la funcion.
Hay funciones que no son acotadas, escribe un ejemplo .........cccccoveiiiiiiic e,

Realiza los siguientes ejercicios

9) Responde las preguntas del item anterior para las siguientes funciones:
a) f:D; > IR/y=2x-4

b) h:D, - IR/ y=4x*-3x

19
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X’ —4
c)9:D, > IR/y= v (a partir de la grafica que figura debajo)

f)

10) Escoge la opcion correcta en cada caso para la siguiente grafica:
a) La funcion es estrictamente
decreciente en:
Figura 16 (-3.5,-1.5) U (1, 2.5) U (4, 5)
(-3.5,-2.5)u (1,25 u(4,)5)
(=3.5, -2.5)u (1, 2.5 u (4, 5]

b) La funcibn es estrictamente
creciente en:
(-5, -3.5) u (-1.5,1)u (2.5, 4)
(=00, =3.5) U (-1.5, 1) U (2.5, 4)
(-5, -3.5) u (-2.5,1)u (2.5, 4)

11) Dada la grafica de las siguientes funciones, con dominio en un intervalos I,
responde:
a) Determina el intervalo I
b) ¢Es acotada? Indica por qué.
c) ¢Es periddica? Determina el periodo.
d) ¢Es par o impar?
e) Presenta intervalos de positividad o de negatividad? Escribelos.

20
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Figura 17

+

Ay

CLASIFICACION DE FUNCIONES EN SURYECTIVAS, INYECTIVAS Y BIYECTIVAS

Hasta ahora, al analizar relaciones, hemos analizado solamente lo que ocurre en el
conjunto de partida o primer conjunto. No nos ha preocupado ver qué pasa en el segundo
conjunto. Como el primer andlisis ha permitido determinar cudles de las relaciones son
funciones, el analisis seguira solamente para las funciones.

e FUNCIONES SURYECTIVAS:
Una f una funcién definida de A en B es suryectiva si y solo si, todos los elementos del
conjunto B tienen, por lo menos una pre-imagen en A.
21
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Por ejemplo, la siguiente grafica de una funcion f definida de IR en IR*, esta funcion es
suryectiva.

e FUNCIONES INYECTIVAS:
Una f una funcion definida de A en B es inyectiva, si y solo si todo par de elementos
distintos del dominio tiene imagenes distintas. Es decir, cada elemento del conjunto de
llegada es imagen de un solo elemento del dominio de f.

Por ejemplo, dada la grafica de una funcion f definida de IR* en IR, se observa que esta

funcidn es inyectiva.
D /

[=]
&)
o=
@

e FUNCIONES BIYECTIVAS:
Si una funcion es Suryectiva e Inyectiva a la vez, decimos que la funcién es Biyectiva y

decimos que la funcion es uno a uno.

Dada la grafica de la siguiente funcion g, definida de IR en IR, se observa que no es
inyectiva

22
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T4

"y

g no es inyectiva ya que,
por ejemplo, 2 es |la
2 imagen de mas de un
elemento del dominio.

Otro ejemplo importante:
12)Analiza si la funcion f: IR->IR/ f(x)= x, llamada funcién identidad, es biyectiva.

RELACIONES Y FUNCIONES INVERSAS

El estudio y uso de relaciones y funciones inversas nos acompafiara en el analisis de varias
funciones: lineales, exponenciales, trigonométricas.

Si se trabaja  con la relacion  R(x) = x + 2 (llamaremos imagen de la variable
independiente a sumar 2), en diagrama de maquina seria:

f

¢Qué se puede hacer con la imagen de x para recuperar a X?
Lo Unico que se puede hacer es restar 2. A esta relacion la llamaremos inversa de f.

y se escribird : f ?(x) = x-2. La inversa “deshace lo que hace f”. Esto se puede
representar como:

f f

X —— | 42| —> x+2 —> | .2 | —X

Una aclaracion: el simbolo f }(x) no significa %() , que representa lo que se conoce

como relacion reciproca.

23
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Dada una relacion R que aplica A en B, se llama relacién inversa de R y se designa R,
a otra relacién tal que para cada par ordenado (x; y) que verifica a R, el par ordenado
(y;x) verifica a R

Para encontrar la relacién inversa se realiza el siguiente procedimiento:

1.  Se intercambian las variables x e y.

2.  Cuando algebraicamente es posible, se despeja la variable y, para que quede de la
forma mas usual.

3. Se realiza la representacion en el diagrama cartesiano. La grafica resultante es
simétrica respecto de un eje a 45° (y=x).

Ejemplo
y =2x — 2 intercambiamos variables
X=2y-2
X+2=2y Despejamos y 9y:§x+1
X+2 X 2
2 2 2
Calculamos las tablas de valores de las dos funciones para compararlas
x y=2x-2 x;vy) X y=1/2x+1 x;vy)
0 -2
1 0
3 4

Realizamos la grafica de ambas funciones para comprobar la simetria de ambas respecto
del eje y = x (recta a 459)

y

Figura 18

24
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A continuacidn resolveremos otro ejercicio de funcion inversa:

Figura 19

Sea f :lR—{—3}—) |R/y:
+ X

10X=ﬂ
3+y

X-(3+y)=2-y
3X+Xxy=2-y
Xy+Yy=2-3X
y-(x+1)=2-3x

_ 2-3X
Cox+1

Importante:

Para todas las funciones es posible hallar su relacion inversa, pero no para todas las
funciones, su inversa es funcidn. La condicién que se debe verificar para la inversa sea
una funcion es que “la funcién debe ser biyectiva”. ¢{Por qué? Observemos la siguiente

funcién y su inversa:

A B

La funcion f!: B — A no seria funcién
porque el elemento “a” tendria dos
imagenes (por lo que no verifica la
unicidad exigida para ser funcidn); la
funcion f no es inyectiva. Ademas, el
elemento “c” no tendria imagen (no se
verifica la existencia exigida para ser
funcién); la funcién no es suryectiva.

25
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Realiza los siguientes ejercicios

13) Grafica, para cada item, una funcion de D en IR que sea:

a) inyectiva y no suryectiva,
b) suryectiva y no inyectiva,
) biyectiva

Nota: Define D

14) Indica si las siguientes funciones son biyectivas:

a) f le hace corresponder a cada persona el pais en el que nacié
b) f le hace corresponder a cada persona su domicilio
c) f le hace corresponder a cada auto su patente.

15) a) Determina dominio y el conjunto de llegada.
b) Encuentra la relacion inversa de f.

c) De ser necesario, restringe dominio e imagen de f para que su inversa sea funcion.

2X+5 2—-X 1
a) 0=¢ — b) 100 =2 €) f(0=—1-
1
d) f()=— &) f(x)=x3+1 f) 100 = Jx—2
X3

ALGEBRA DE FUNCIONES

Al igual que los numeros, las funciones se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir
(restringiendo el dominio a aquellos valores para los cuales no anulen el denominador), y
asi obtener otras funciones.

Si f y g son dos funciones definidas de A en B, para cada x que pertenece al dominio de
ambas, se definen las funciones f + g; f-g y f. g mediante las expresiones:

(f+ 9)(x) = f(x) + g(x)
(f —9)(x) = f(x) - 9(x)
(f.9)(x) = f(x).g(x)

Ademas, en cualquier punto de Df n Dg , en el cual g(x) = 0, se pueden también definir la
funcién f/g a partir de la expresion: (f/g)(x) = f(x) / g(x)

26
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Las funciones también se pueden multiplicar por constantes: si “c” es un nimero real,
entonces la funcion c.f esta definida para toda x en el dominio de f mediante

(c.H(X) = c.f(x)

Realiza los siguientes ejercicios
16) Si f(x) = Vx y g(x) = J1-x, entonces:
a) Encuentra el dominio natural de fy g para que sean funciones:

b) Determina el dominio de la funcidn que se obtiene al realizar las siguientes operaciones
entre f y g (como se muestra en el ejemplo):

i 3.90) =3.V1-X e,
i, (FHQ)(X) = VX +VImX e
il (F-g)(X) = Vx=V1-X e
V.  (@N)(X) = VI—x-VX e

V. (F.)(X) = VI-x. X =J(XA=X) e

. _ \/; X e
vii (f/g)x) = % Vix con dominio [0,1)
Vii. (g/H)(x) = ‘/317 = /1_7’( con dominio (0;1]

Composicion de funciones
Esta es otra manera de combinar funciones. Se puede analizar desde un ejemplo:

“Si disponemos de un equipo de sonido y queremos grabar musica de un CD en un pen-
drive équé funciones debe realizar el equipo?

CD musica reproducida pen grabado

f: reproducir N g: grabar

v

Se observa que g actla sobre el resultado de aplicar f. Esto se puede escribir como g[f(x)]
y se lee: “g aplicada a f de x”
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A ésta operacién entre las funciones f y g se llama composicion, y el resultado es otra
funcion que anotamos gof .

Definicion

Sean las funciones g y f, donde g esta definida de A en By f de B en C, la composicion fog
es una nueva funcion, tal que:

(fog)(x) = flg(x)]

El dominio de fog consiste en todos los nimeros x del dominio de g para los cuales g(x)
esta en el dominio de f, es decir: Iy  Ds.

El dominio de la funcidn compuesta es el dominio de la primera funcion aplicada (g) y el
conjunto imagen de la funcidn compuesta esta incluido en el conjunto imagen de la
segunda funcién (f).

Por ejemplo, si se tiene que componer f con g, ambas definidas de IR a IR, siendo
f(x)=x*> y g(x)=x — 4, verificamos que la composicién es una funcién ya que Dr = IR,
I;=[0; +x ), Dg =IR y I5 = IR. Para la composicidn (gof) se comprueba que Ir < Dy

Primero se identifica qué “hace” cada funcién: f(x) eleva al cuadrado y g(x) resta 4.
Aplicando la definicién:
(gof)(x) =g[f(x)] = g[x’] = X* - 4
Por lo tanto : (gof)(x) : IR— [-4, +x)
¢ Es (gof)(x) =(fog)(x)?
Si quisiéramos encontrar (fog) , se verifica que I;c Dr, entonces
(fog)(x) =flg(x)] = fx - 4] = (x - 4)°

Para esta funcién (fog): IR — [0; +x) ; y su representacion grafica es una parabola
desplazada horizontalmente 4 unidades hacia la derecha.

Por lo tanto se puede decir que la composicion no es conmutativa ya que (gof)(x) #
(fog)(x).¢Qué pasaria si componemos una funcién con su inversa?

Por ejemplo:

Dadas las funciones biyectivas: f y su inversa f?, tal que: f(x) =x + 3 y f!(x)=x - 3.
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a) Halle f.
b) Realice fof ! y flof. éQué obtienes? Concluye ...........cccceeuenns
c) Represente mediante un diagrama de cajas.

f::suma3 : resta3
X X+3 g

Xx+3-3=x
— > >

La composicion de una funcidn y su inversa aplicada a un elemento del dominio da como
resultado ese mismo elemento. Por lo tanto, al componer una funciéon con su inversa, el
resultado es la funcién identidad.

Ejemplos

1) Sean los conjuntos A = {3, 5,10), B = {20, 10, 6}, C = {9, 23, 13) y las funciones
f: A—>B /[ f(x)= 2x f ={(3; 6), (5; 10), (10; 20)} vy
g:B->C/g(x)=y+3 g = {(20;23), (10;13), (6;9)}

Completa:

1{(C) R f(5)=iiiiiiern, f(10)=ccverree
[e[({()) T g(f(5))=..ceerrenn g(f(10))=............

Generalizando:
gofi A-C/(gofx=2x+3
gof={(3;9), (5:13), (10;23)}
2) Sean las funciones f: IR>IR/f(x) = 5x* y g: IR-IR/g(X) = 1/2 x - 3
Obtengamos gof y fog, si es posible.

Solucién
D(f) = IR D(g) = IR
I(f) = IRy" (explica por qué) I(g) =1R

La condicidn de posibilidad para la obtencion de la funcion compuesta (g o f) es que I(f)
esté incluido en D(g). Se verifica, luego

g o f: IR—IR tal que

(@°) (9 =gff(x)] = g<5x2):§x2 3
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La condicion de posibilidad para la obtencidn de la funcidn compuesta f o g es que I1(g)
esté incluido en D(f). Se verifica, luego

fog: IR—IR tal que
2
o B (1
(f g)(X)—f[g(X)]—5-(§X—3)
Lo que indica, como ya vimos, que la composicién de funciones no es conmutativa, es
decir:
fog # gof

Realiza los siguientes ejercicios:

17) Dadas las expresiones: f(x) = v/x y g(x) = x+1 . Encuentra cada una de las
siguientes funciones, en el caso que sea posible, y su dominio.

a)(fog)(x) c) (fof)(x)
b) (gof)(x) d) (gog)(x)

18) a) Dada las siguientes expresiones, determine un dominio y conjunto de llegada
conveniente para que la relacién inversa, resulte ser una funcion.

b) Determine para cada caso la funcién inversa.

c) Comprueba que (fof 1)(x) = x. (Esta es una manera de verificar el resultado

obtenido)
3 5
Foo=x+1 I T0)=x ML f()=—= x>0 IV. f()=—= x#0
X X
CLASIFICACION DE FUNCIONES
s s
Enteras
Racionale
Algebraicas < raccionarias
Funciones< L Irracionales
Exponenciales
Transcendentes| Logaritmicas
Trigonométricas

\ Hiperbolicas
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Algebraicas: Son aquellas en las que la variable independiente x esta afectada por
operaciones de suma, resta, multiplicacion, division, potenciacidn y radicacion.
Racionales: Son aquellas en las que x posee un exponente entero.

Enteras o Polindmicas: Son aquellas en las que x posee un exponente natural.
Fraccionarias: Son aquellas en las que x tiene un exponente entero negativo.
Irracionales: Son aquellas en las que x esta afectada por un exponente fraccionario.
Trascendentes: Son aquellas no algebraicas.

Exponenciales: Son aquellas en las que x esta como exponente.

Logaritmicas: Son las inversas de las exponenciales.

Trigonométricas: Son las que establecen relaciones entre lados y angulos de un
triangulo.

Hiperbolicas: Son combinaciones de funciones exponenciales.

FUNCIONES DEFINIDAS POR TRAMOS

Hay ciertas funciones que no se pueden definir usando una sola expresion, estas se
denominan funciones definidas por tramos o a trozos. Estas funciones utilizan distintas
expresiones para diferentes partes de su dominio.

Por ejemplo

2 x<
fIR> IR/ =1 X=0
X+1 x>0

Esta es una sola funcion que se define utilizando dos expresiones distintas para cada
tramo. El dominio de esta funcién es Ds = IRy laimagen If = [0;]
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FUNCION VALOR ABSOLUTO

Es una funcién de IR en IR, definida por tramo donde:

|x|— X Xx=0
] -x x<o0

Realicemos el siguiente ejemplo:

a) Completa la tabla de valores y determina los pares ordenados (X; y).
b) Representa esos pares ordenados en el diagrama cartesiano.

c) Verifica que los pares ordenados coincidan con la grafica realizada.
d) Realiza el andlisis de la grafica completando el cuadro de la derecha.

X (x:y)
y=10 = |X

-2

-1

0

1

2

Df: If:

A O T T V¢ Biyectiva
___E___:__E___E___E___E___.___E___E___E___E__:___E___E Ceros: Ord.Origen:
LN 2 A
N Intervalo de Crecimiento:
N o Intervalo de Decrecimiento:
hi i Y Y i A e M i R e R e |
R e E . N A . S NS N N SO c+: c-:

I r r r r a a T ! 1 1

: : ' : : : : : : : : : : Par: Impar:
e -
U | perod:
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FUNCION PARTE ENTERA

Sea f:IR—IR/f(x)=[x] (parte entera de x). La Parte Entera de un nimero real x

es el menor de los dos enteros entre los cuales esta comprendido el nimero x cuando x
no es numero entero y al mismo nimero x si éste es entero. Por lo tanto Parte Entera del
numero real x es el nUmero entero Esiysélosi: E< x<E+1

Realicemos el siguiente ejemplo:

e) Completa la tabla de valores y determina los pares ordenados (X; y).
f) Representa esos pares ordenados en el diagrama cartesiano.

g) Verifica que los pares ordenados coincidan con la grafica realizada.
h) Realiza el andlisis de la grafica completando el cuadro de la derecha.

X

y =f(x) =[x]

(x:y)

-2

-1,5

-1

Df: If:
Biyectiva:
Ceros: Ord.Origen:

Intervalo de Crecimiento:

Intervalo de Decrecimiento:

C+: C-:
Par: Impar:
Periodo:
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FUNCION MANTISA

Es una funcidon definida en los nimeros reales tal que a cada numero real x le hace
corresponder la diferencia entre x y el mayor entero que no supera a x, es decir, la
diferencia entre x y la parte entera de x.

f IR — IR/ f(x) =mant(x) = x—[x]

Realicemos el siguiente ejemplo:

i) Completa la tabla de valores y determina los pares ordenados (X; y).
j) Representa esos pares ordenados en el diagrama cartesiano.

k) Verifica que los pares ordenados coincidan con la grafica realizada.
) Realiza el analisis de la grafica completando el cuadro de la derecha.

< Df: If:
f(x)=mant(x) =x—[x] | *¥) o

> Biyectiva:

1i5 Ceros:

'%5 Ord.Origen:

015 Intervalo de Crecimiento:

1,5 Intervalo de Decrecimiento:
C+: C-:
Par: Impar:
Periodo:

19) Dadas las siguientes expresiones definidas de A en B. Define dominio y conjunto de
llegada para que sean funciones y luego halla si existen los ceros y los polos.

a) f(x)=_—3

X

5
b) f(x)_(x—3)2

X
) f(x):2x+x
d) f(x):2x;x

34
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20) Para cada una de las siguientes funciones que aplican D en IR, indica dominio, si es
par, impar o ninguna de las dos.

a) f(x)=5

b) f(x) = x*+1
c) f(x)=x>+x
d) f(x) =x*+x

e) H@:ﬁil

f) um=ii

21) ¢éCoémo es el producto de dos funciones reales impares?
22) ¢Puede ser una funcion real par e impar a la vez?
23) Toda funcion que no es par ées impar?

24) Determina los intervalos en donde las siguientes funciones reales son crecientes,
constantes o decrecientes.

a) fi(x) = (x-3)°
b) fo(x) = x> -2
c) fi(x) = 3.x°
d) fa(x) = 3(x+1)?

25) Dibuja una funcién f real continua que sea:

a) creciente en el intervalo [-2;6) y decreciente en el intervalo (6;13]
b) creciente en el intervalo [2;7) y constante en el intervalo [7;0 )

26) ¢Cuales de las funciones del ejercicio 20) son inyectivas?
27) Grafica las siguientes funciones como transformaciones de f(x) = x>

a) fi(x) = -x°

b) f2(x) = (x) °

c) f3(x) = (x - 3)°
d) fa(x) = (x+1)* - 2
e) fs(x) = 3.x°

f) fo(x) = -2.%°

35
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28) En una cartulina cuadrada de 12 cm de lado se cortan las esquinas iguales en forma
de cuadrados de lado “x”, con el fin de hacer una caja (sin tapa). Se desea saber para
qué corte “x” tendra volumen maximo la caja asi obtenida.

a) expresa el volumen V de la caja como funcidn V(x) de la longitud “x” del corte.
b) écual es el dominio de esta funcion?

c) Realiza un dibujo que muestre la situacion.

d) Segun tu dibujo: écual es el volumen maximo que se puede logra?

29) Encuentra la funcidon que expresa el area de un rectangulo de perimetro 16, en
funcion de la medida de su base

a) écudles deben ser las longitudes de los lados del rectangulo para que el area sea
maxima?

30) Sabiendo que el producto de dos nimeros reales es 12, responde:

a) ¢Qué funcidn relaciona estos dos nimeros?

b) éCuantas soluciones enteras puedes encontrar?
c) ¢Cual es su representacion grafica?

d) ¢Cual es el dominio y la imagen de esta funcion?

31) ¢Para qué valores del dominio las siguientes funciones reales toman valores positivos?

a) f(x)= 5
b) f(x) = —?1”7
c) f(x) = (x+4)(x+3)(x-2)

32) ¢éPara qué valores del dominio las funciones reales anteriores toman valores
negativos?

33) Sean f y g dos funciones definidas de D en IR

a) Grafica e indique el dominio D y el conjunto imagen incluido en IR:

X—2 XeN
f(x) = -
X—2 XeR-N

36
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-1 x<-2
g(x)=4x*> —2<x<2
X—-1 x>2

FUNCION AFIN

Para comenzar a desarrollar el siguiente tema, planteemos la siguiente situacion:

Se muestra /la variacion de la medida del

27 perimetro de un triangulo equildtero, en funcion
o2 de la medida de su lado. Responda:

B ¢Como estan los puntos representados en esta
grafica?......

e 2o s e 7T ®l 3) Por esa caracteristica équé nombre recibe

i este tipo de funciones? Escribelo ............cuuuu.
b) éCual es la variable independiente (X)?............ éCudl es la dependiente ())?

c) Anota la férmula que relaciona ambas variables: ...... ...ccvviiiir cevveniiiinns v,
d) ¢Es una funcidn? EPOr QUE? .....ccvviiiier civiiiiiiines cevverennnnns sovresseeeens

A las funciones que presentan las caracteristicas observadas en el ejemplo, se las
denomina funcidn afin.

La funcién afin es un caso particular de las funciones reales. Esta definida por la siguiente
expresion:

y =a'XxX+b

siendo a y b nimeros reales.

Su representacion geométrica es una recta, donde, recordemos:

a es la pendiente de la recta (inclinacion de la recta)
b es la ordenada al origen (interseccion con el eje y, es decir para x=0)

Al determinar la interseccion de la recta con el eje x, estamos hallando los ceros de la
funcién. Una funcion afin posee solamente uno, salvo el caso de que la funcién sea
constante que no tiene ninguno. Denominarse Xp al cero de la funcién y se calcula como:
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Ademas:

Si el coeficiente principal a > 0 (positivo), la funcidn es creciente.
Si a < 0 (negativa), la funcién es decreciente.
Si a = 0, la funcién es constante.

' /
AN < \
/\ \\

a>0 a<o a=0

Analicemos la siguiente situacion:

Una empresa compra cajas para embalar a $2 cada una. Para que el proveedor,
entregue en el domicilio de la empresa las cajas, debe abonar $5 mds, importe fijo
que no depende de la cantidad de cajas que se compren. éCuanto habrd que pagar si
se compran 10 cajas y la entrega se hace en el domicilio de la empresa?

Antes de comenzar a resolver, observa que el dominio corresponde al nimero de cajas,
por lo cual, ten en cuenta que Dr = IN.

Para resolver la situacion planteada se puede pensar en resolver un calculo como el
siguiente, que se muestra con el resultado correspondiente:

Costo de entrega
’—P
2-10+5=25

A

precio de cada caja

v
N° de cajas

¢Y si se desea solicitar 5 cajas a domicilio?

Asi el célculo para esta nueva compra es: 2-5+5=15
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Si se quiere comprar bajo las mismas condiciones 6 cajas. ¢Cual es el monto a pagar?
¢Como seria para 8 cajas?

A\ v /4

Ahora se propone que: se simbolice con “y” el nimero de pesos a pagar por la compra, y

A\Wgw/4

con “x” el niUmero de cajas que se compran, éQué expresion se obtendra?

Esta relacion que existe entre el niUmero de pesos a pagar por la compra y el nimero de
cajas que se compran, es una funcion. Para cada niumero de cajas existe uno y sélo un
numero correspondiente que indica cuantos pesos hay que pagar por la compra, esta
caracteristica que a cada valor de la variable independiente (x) le hace corresponder uno y
sélo un valor de la variable dependiente (y) es la que permite decir que dicha relacion es
una funcion.

Para la representacién de la funcidn que relaciona las variables antes indicadas que
intervienen en este problema se sugiere completar la siguiente tabla y luego ubicar dichos
puntos en un sistema de coordenadas, que se muestra a continuacion:

X y
(ndmero de cajas) (nUmero de pesos a pagar por la
) compra)
5 15
6 |
0|
.......... 29

Como la expresion algebraica que se obtuvo anteriormente fue: Y =2-X+05,
seguramente la grafica que se obtuvo tiene las siguientes caracteristicas:

12 .
o
8

(]
4
2

1 2 3 4
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Funciones de Proporcionalidad directa

Observemos en las siguientes tablas en las que se indica el precio del pan y del tomate:

Pan
Peso (x1) 1 2 4 4,5 5
Precio (y;) 11.00 22.00 44.00 49.50 55.00
Tomate
Peso (x;) 1 2 4 4,5 5
Precio (y,) 15.00 30.00 60.00 67.50 75,00

Para el precio del pan:
Si se calcula el cociente entre cada valor de la variable precio con el valor

correspondiente de la variable peso para el pan: y
X
100 gy, 2290 45 .. ;20
1 2 5

Todos los cocientes arrojan la misma respuesta: 11. A este resultado se lo denomina
razon, es decir, es la relacion entre el precio del pan y la cantidad de kilos que se
compre.

Por lo tanto, se puede decir que los valores de la variable precio y los de la variable peso
del pan son directamente proporcionales.

La variable dependiente es el precio, que varia de acuerdo a la cantidad de pan que se
compre; obviamente, la variable independiente de la cantidad de pan comprado.
Busquemos una expresion que nos permita obtener los diferentes resultados:

y =11x

Como ves, la funcion le hace corresponder a xo=0, yo=0, 0 sea que la funciéon contiene al
origen de coordenadas

Repite el procedimiento para el caso de los tomates.

Las funciones afines que contienen al origen de coordenadas, reciben el nombre especial
de funciones lineales y los valores de ordenada y abscisa son directamente
proporcionales.

Veamos otro caso:

Supongamos que eres usuario de una compaiia de teléfonos celulares y te ofrecen una
promocién por la cual tienes llamadas ilimitadas con un abono de $179, sin ningln costo
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adicional, ¢COmo representarias esta situacion?éDepende tu facturacién de los minutos
que utilices tu teléfono?

Evidentemente, no. Estas funciones reciben el nombre de funciones constantes, pues el
valor de la variable y no depende de x, si no que para todo valor de x, el valor de y es fijo
o constante. La representacion grafica, también es una recta, pero de pendiente nula.

Graficamente: y($)1

179

X (minutos)

Realiza los siguientes ejercicios

34) Para las siguientes funciones, determina:
a. Ceros o raices
b. Intervalos de crecimiento y decrecimiento. éQué observas?
c. Intervalos de positividad y negatividad
d. Grafica cada caso. éQué diferencias observas?

i. fiy=-3x+2 iv. jry=5
i. g:y=%x—4 v. kiy=-3
iii. hiy=2x

35) Gaston esta construyendo su casa y quiere comprar arena a una empresa que cobra
$9 (fijos) por gastos de envio y ademas cobra $7 el metro cubico de arena. éCual es el
monto que va pagar Gastdn si compra 5 m* de arena?

36) Dadas las graficas de las siguientes funciones:

41

UTN- FRM- Unidad VI



37)

20,00
18,00
16,00
14,00 A
12,00 A
10,00 A

N
™=

D,
3

‘n
ch

N
I
|
|

8,00 A
6,00 -
4,00
2,00 +
0,00 -

W

J

L)
I
x

on
o

,3=-2 X

»

Responde:

a) Las funciones representadas, éson crecientes o decrecientes?..............
b) éCual es la pendiente de la recta dada por yi?............

C) &Y la pendiente de y;? .............

d)éYladeys? i

Resuelve los siguientes problemas:

a. En el plano de un departamento, un segmento de 5 cm representa 12,5 m, si las

medidas del departamento son de 35,6 m de largo y de 20,2 m de ancho, équé
dimensiones tiene el plano?

Un viajante cobra en concepto de sueldo una suma fija de $600 y una comision
del 4% sobre las ventas. Si un mes vendié un total de $16400, ¢Cuanto cobro el
viajante ese mes?

Luis quiere comprar un centro musical, en el cartel aparecen los siguientes
precios:

Precio de lista : $ 180
Pago efectivo : 12 % de descuento
Pago con tarjeta: 3 cuotas de $ 69 cada una

¢Cuanto dinero tiene que juntar Luis para pagarlo en efectivo?éQué porcentaje de
recargo sufre el precio con respecto al precio de lista, si lo paga con tarjeta?

Una persona ha estado ausente el 32% de las 450 horas de trabajo. ¢Cuantas
horas ha estado ausente? Si por el total de horas cobra 1500 pesos, ¢ésta vez,
cuanto cobro?
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38) Complete las siguientes tablas.
proporcionalidad de cada una de ellas.

Luego grafique y obtenga

la constante de

Tiempo que tarda un mavil en recorrer una distancia (seg)

Distancia recorrida por el mévil (m)

40 500
...... 700
5
Banderines Metros cuadrados de tela necesarios para fabricarlos (m?)
(nimero)
8 3
49
........ 12
........ 6
Se quiere alambrar un superficie de forma cuadrangular En una planta embotelladora, un visitante contd
que una de las maquinas llené 100 envases en 8
minutos
Medida del Cantidad de alambre (m) Tiempo Envases
lado (m) (min) (cantidad)
1 | 4 | e
................ 36 200
................. 6 60
05 | 75 |

Alargamiento de un resorte (mm)

0,5 2
Tr
....... 6
....... 10
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FUNCION CUADRATICA o FUNCION DE SEGUNDO GRADO

Pensemos en la siguiente situacion:

En los parques acuaticos podemos disfrutar del show que nos brindan orcas y delfines con

sus espectaculares saltos.

Si representamos en una grafica las alturas
que alcanzan en dichos saltos una orca en
funcidn del tiempo, nos surge una curva como
la que se muestra. En este caso en particular,
observa que no se consideran en el eje x y
en el eje y los valores negativos

Sin embargo, desde ahora en mas, al referirse
a una funcién cuadratica se considera una
funcion real, es decir, una funcion definida en
el conjunto de los numeros reales. Es

Altura de la orca en funcién del
tiempo, durante un salto.
altura
metros,
( etro )

12

PNWAOTON®O
S N Y Y

o
WN P

tiempo (segundos)

importante que tenga presente que el dominio que se considera en todas las funciones

cuadraticas que se analizan es IR.

Observa el siguiente ejemplo:

Dada la funcién real y = x? + x — 20. Completa la tabla:

22 J
20 1
x 18 1
= - 16 1
y=x+x-20 o
_6 124
10 1
5 ]
-4
) 7 6 5 6 7 X
0
1
2
3
4 . .
Marca en el grafico con color cada punto correspondiente a
5 los valores mostrados en la tabla.
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La curva de la funcidon que se muestra en la grafica se llama parabola.

Observa en la grafica los puntos que tienen contacto con el eje de las abscisas o €je de las
X puntos donde la grafica “corta” al eje de las x. Recuerda que ellos son ceros de la
funcion y estos son x; = 4y x2=—5 vy por ser los ceros, el valor de ordenada de ambos
es 0. Es decir: F(-5) =0 y f (4) = 0y ellos son soluciones de la ecuacion
cuadratica asociada.

Estas funciones son un caso particular de las funciones reales y las denominamos
funciones cuadraticas, donde la variable, algebraicamente, aparece elevada al
cuadrado: y=x2. Las definiremos de acuerdo a su expresién general.

Definicion:

Se llama funcion cuadratica a toda funcion real de la forma general
f(x) = a.x* + b.x + c

donde los coeficientes a, b, ¢ son niUmeros reales, siendo a =0

A los términos de esta expresion los llamamos:

y=ax’+bx+c

término cuadrético4—[ l I_> término independiente

término lineal

Si damos distintos valores a los coeficientes a, b, ¢, se obtienen las expresiones de
distintas funciones cuadraticas. Los coeficientes b y ¢, aparecen en el caso que la funcién
se encuentre desplazada.

Cuando b = 0 6 ¢ = 0 6 alguna de las dos solamente vale 0, se llaman funciones de
segundo grado incompletas

ax

<
]

Incompleta sin términos ............... [

y=axi+c Incompleta Sin .......cccocvveeineenne

Incompleta sin .......ccccoeceveeneennn.
y=ax’+bx
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Representacion de la funciéon cuadratica: elementos.

Para representar una funcion cuadratica en un plano cartesiano x;y, necesitamos realizar
una tabla de valores como en cualquier otra relacion o funcién. Como el resultado a
obtener no es una recta, como en el caso de las funciones afines, no bastara con dos
puntos, y habra que obtener varios mas (en general un minimo de 5 puntos si estan bien
definidos, 0 mas).

Sea, por ejemplo, representar la funcién: y = 1/2 x> - 2 x — 2,5 donde: a=1/2 ; b=-2;
c=-2,5

X y=12xX-2x-25 x:v)

6

Si los valores obtenidos en la tabla anterior son correctos, los pares (x;y) hallados
coinciden con puntos del grafico siguiente:

De la observacion del grafico podemos extraer:
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La curva obtenida se denomina parabola, que en este caso sus ramas se
encuentran hacia arriba.

El punto mas bajo (0o mas alto) de la parabola se denomina vértice V, cuyas
coordenadas son las coordenadas (Xv;yv)- En este caso V ( 2; -4,5).

La interseccion de la parabola con el eje y, se denomina ordenada al origen y
coincide con el valor del término independiente de la expresion polindmica general.
Las intersecciones de la parabola con el eje x, se denominan ceros de la funcion o
raices del polinomio asociado, y se designan como X; y X,. En este caso x; = -1 ; X,
= 5.

El Vértice divide a la parabola en dos partes o ramas: izquierda y derecha, por lo
tanto, por ese punto pasa el eje de simetria de la parabola.

Variacion del coeficiente “a” (considerando b y c nulos).

Analicemos la funcién cuadratica real segun el valor de sus coeficientes y obtengamos la
grafica a partir de desplazamientos, reflexiones y contracciones de la funcién f(x) = x°.

La funcién f(x) = x?

15

¢Qué valor tiene a?..............
¢Cudl es el dominio de esta funcion?..............
¢Cudl es laimagen?............

¢Es inyectiva?..............

¢Es par?...........

La funcién f(x) = a.x?

Cuando el coeficiente a es positivo, la
representacion grafica de estas funciones
son parabolas con las ramas hacia arriba.

10

0
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Si comparamos la gréfica de la funcién fy(x) = ax> con la funcién f(x) = x?, se puede ver
que si a >1 hay una expansion, lo que acerca las ramas al eje de las ordenadas.

13
. - Si se grafica la funcidn f(x) = x* vy la
.z * 2 . .7
funcion f (x) = 3x“ se tiene una expansion
con factor 3.

10

Si se grafica la funcion
f(x) = x° y la
funcién f “(x) =0,1x?
se tiene una

f(x) = 0,1 X2 compresion de factor
0,1.

f(x) = x?

Para el caso en que a <1 se tiene una contraccion, lo que aleja las ramas del eje de

ordenadas y las acerca al eje de abscisas.

Cuando el coeficiente “a” es
negativo, la representacion
grafica de estas funciones
son parabolas con las ramas
hacia abajo.
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f(x) = X2
Si se compara la grafica de la

funcion f(x) = x> con la funcién
f "(x) = - x> se ve que hay una
reflexion respecto del eje x

f700=- %

Estas familias de parabolas tienen el vértice en el origen de coordenadas y poseen como
eje de simetria al eje de las y.

Variacion del coeficiente “c” (con b=0)

La funcién f(x) = a.x* + c

La funcibn f es un
f(x) desplazamiento de
o ' =x2+5 f(X)=x> en 5 unidades
para arriba. Se ve que el
eje de simetria sigue
- siendo el eje y.

5 El  término independiente
produce un desplazamiento
0 vertical. de la parabola en “c”
unidades.

En término generales, las “variaciones” que puede presentar una funcion cualquiera,

segun sean los coeficientes que aparecen en su expresion, son:
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CONTRACCION, EXPANSION, TRASLACION DE FUNCIONES, REFLEXIONES
SOBRE LOS EJES CARTESIANOS.

Contraccion y Expansion de Funciones

Una funcién sufre una expansion cuando el coeficiente principal de la misma es superior
a 1, y por el contrario, sufre una contracciéon cuando el coeficiente principal es menor
que 1.

Ejemplo

Tomaremos como base la funcién real (es decir con conjunto de partida y de llegada los
nlimeros reales) y = x°. Su coeficiente es 1. Si ahora comparamos esta grafica con las

funciones: yi=2X e y,=%x.

En y1 = 2X° al ser el coeficiente mayor que 1, la funcidn crece mas rapidamente,
produciéndose una expansion o alargamiento de la grafica, que la aleja del eje x.

En v, = %2 x5, al ser el coeficiente menor que 1, las funcién crece mas lentamente,
produciéndose una contraccién de la grafica, que la acerca al eje x.

Proponga otros ejemplos en donde se observen contracciones y expansiones.
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Traslacion de Funciones

Las traslaciones pueden ser horizontales o
verticales.

Una funcidon se traslada horizontalmente
cuando la variable independiente x esta
afectada por una suma o resta. Si se suma
un ndmero a X, la funcién se desplaza
(traslada) hacia la izquierda, es decir, en
sentido contrario al signo de la constante.

En cambio si se resta un nimero a la
variable independiente x, la funcion se
traslada hacia la derecha, es decir, en
sentido contrario al signo de la constante.

Ejemplo:
Tomaremos como base nuevamente la

funcidn real y = x°. La compararemos con
las funciones y; = (x + 2)% e y4 = (x - 2)°.

Proponga otros ejemplos en donde se observen traslaciones.

Reflexion de Funciones

Una funcion sufre una reflexion cuando el
coeficiente principal cambia de signo: el eje
X trabaja como un espejo.

Ejemplo:
Tomaremos como base nuevamente la

funcion y = x>. La compararemos con las
funciones y; = -x°

Proponga otros ejemplos en donde se observen reflexiones.
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La siguiente tabla presenta una lista de las transformaciones basicas con ¢ > 0:

Expresion

Transformacion

gx)=f(x) +c

La grafica de la funcion g se desplaza c unidades hacia arriba respecto
de la grafica de la funcion f.

g(x)=f(x) -c

La grafica de la funcion g se desplaza ¢ unidades hacia abajo respecto
de la grafica de la funcion f.

900)=f(x + 0)

La grafica de la funcion g se desplaza c unidades hacia la izquierda
respecto de la grafica de la funcion f.

g(x)=f(x - ¢) La grafica de la funcidn g se desplaza c unidades hacia la derecha
respecto de la grafica de la funcién f.

g(x)=- f(x) La grafica de la funcidn g se refleja respecto de del eje x.

g(x)=f(-x) La grafica de la funcién g se refleja respecto de del eje y.

g(x)=c.f(x); c>1

La grafica de la funcidn g se alarga verticalmente por ¢, respecto de la
grafica de la funcién f, alejandose del eje x (Expansidn)

g(x)=c.f(x); c<1

La grafica de la funcion g se acorta verticalmente por c, respecto de la
grafica de la funcién f, acercandose al eje x (Contraccién)

Realiza los siguientes ejercicios

39) Representa graficamente las siguientes funciones reales, indicando si presentan
expansion o contraccion.

a) fi(x) = -2x>
b) fa(x) = %xz

c) f3(x) = (-x)*

40) Halla la expresion de la funcién correspondiente a la transformacion de f(x) = x*
que se indica en cada caso:

a) expansion con factor 4
b) reflexidon respecto al eje de las x
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41) Para las funciones del ejercicio 50) indique los intervalos donde la funcién es
creciente o decreciente y analice si la funcion es acotada.

42) Representa graficamente las siguientes funciones reales como transformaciones de
la funcién f(x) = x?

a) fi(x) = x*-1
b) > (x) = -2 +2

43) Para las funciones del ejercicio anterior, indica:

a) Cerosy vértice.

b) Intervalos de crecimiento.

c) Intervalos de positividad.

d) Intersecciones con los ejes coordenados.

Expresion general de una funcion cuadratica

Si tuviéramos una funcién cuadratica real cuya expresion fueray = (x — 1)?, no resultaria
dificil pensar que es una funcién cuya grafica se puede relacionar con una transformacion
de y = x% cuya grafica es la pardbola correspondiente a y = x*> pero desplazada
horizontalmente una unidad hacia la derecha. Considerando esto, la parabola tiene su

vértice en el punto V(0; 1)

Si se desarrolla el cuadrado de la primera funcidn se obtendria la expresion en forma
polindmica:

y=(x1? =x*-2x+1
Ejemplos

1) Dada y = 2x°+ 12x + 18, determina la posicién del vértice que representa a la
funcion.

Si se quisiera ver a qué transformacion de y = x> corresponde, se tiene que llevar a
factorizar como un binomio al cuadrado y para esto se trabaja con los coeficientes a, by c
de la funcién. En el ejemplo, lo primero es sacar primero factor comin: y = 2(x*> + 6x +9)
y luego expresar el paréntesis como un cuadrado : y = 2(x+3)?.
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Entonces se podria observar que esta
funcion es un desplazamiento a la izquierda
de x> en 3 unidades y una expansion
vertical de coeficiente 2.

El vértice esta en V(.....;.....)

2) Si se tiene la funcién y = x- 8x +18. Los coeficientes son: a = ....... , b= ... y
C=ririrennnns Para observar la transformacion respecto de y = x> se tiene que buscar una
expresion que corresponda al cuadrado de una suma o diferencia, como el 3° término no
es un cuadrado exacto se puede proceder de la siguiente manera:

y = X?-8x +18 = y = x*-8x +(16+2) =(X*-8x +16)+2 =
%/_J

18

y=(x—4)°+2

¢Cudl es el vértice de esta parabola?

6 Esta expresion permite decir que

esta nueva funcibn es una

transformacién de y = x* que

2 presenta un  desplazamiento
horizontal de 4 unidades hacia la
5 i 5 10 derecha y un desplazamiento
. vertical de 2 unidades hacia

arriba.

Podemos decir entonces que toda funcién cuadratica de forma y = ax’+ bx +c se puede
expresar de la siguiente forma:

y=a((x-h)?+k forma candnica

Donde h representa el desplazamiento horizontal; k representa el desplazamiento vertical.
El vértice de la parabola que es la representacion de esta funcién esta en:

(@z)
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Ceros de una funcion cuadratica: ecuaciones de Segundo Grado.

Supongamos que nos enfrentamos a una situacion como la que mostramos en el
siguiente ejemplo:

Problema:

"Matias es el encargado de diagramar una revista. Le han pedido que el largo sea 8 cm
mayor que el ancho y que la superficie de cada pagina sea de 1140 cni’.écudles deben ser
las dimensiones de cada pagina para que se cumplan las dos condiciones?”

Para encontrar la respuesta a este problema se debe plantear la ecuacion:
x(x +8) = 1140

por lo tanto para encontrar el valor de x (ancho de la pagina) se multiplica en el 1°
miembro para obtener:

X% + 8x = 1140

igualando a cero: x* +8x—1140 =0 —> ecuacién cuadratica asociada
a la funcién cuadratica

Observa que la respuesta que se busca son los ceros de la funcidn y=x*+8x—1140. Pero
écomo se resuelve esta ecuacion? Se resuelve mediante la siguiente expresion
(demostracién en el anexo)

_ —b+-/b?—4ac

Resolvente —> | %12 23

A esta formula se la denomina formula resolvente vy se la utiliza para resolver una
ecuaciéon cuadratica completa. Si el radicando (o discriminante) de esta expresion es un
n° negativo, se dice que la ecuacidén no tiene solucion en el conjunto de los n° reales.
Segun sean los valores de x obtenidos se pueden tener distintas situaciones.
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10
10

-10 -5 o 5 10 15
-5 1]
a 1 -5 [u] 5 10 15
-5 u} 5 i0 1!

-5

-5

X1 'YX ¢ R X1YX2€R

X, % X X1Y Xre R

X1 = Xo

Los elementos de la parabola hallados en forma grafica, pueden obtenerse en forma
analitica, como acabamos de ver y son siempre funcion de los valores de los coeficientes
de la funcién cuadratica, es decir, a, by c.

En este caso, el calculo lo haremos para la funciony = 1/2 x* -2 x—2,5
donde:a=1/2;b=-2;c=-2,5

Calculemos las raices x; y x» de la ecuacidén de segundo grado y para ello se utiliza la
formula del resolvente hallada anteriormente:

—b+-/b®—4ac

Resolvente —> | X2 = 23

prJbP_dac +2+\2*-4-(1/2)(-25) 24445 2+3
- 2a - 2-(1/2) 1 1

2+3 —
Xlzizs XZZQZ

1 1 -1

Que coinciden con los valores hallados graficamente.
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Analisis de las soluciones de una ecuacion de segundo grado

En la formula de las raices se considera especialmente la expresion que se encuentra
dentro de la raiz cuadrada, y se la identifica como discriminante A:

A =b%—4ac

Si A > 0, es decir positivo, existiran dos raices reales y distintas x; y X, por lo tanto habra
dos puntos de interseccion con el eje x.

Si A = 0, existiran dos raices reales e iguales x; = X,, por lo tanto habra un solo punto de
interseccion con el gje x.

Si A < 0, es decir negativo, existiran dos raices imaginarias distintas, y no habra
interseccion con el eje x.

Calculo de las coordenadas del vértice x, e y,

b 2
X, =—— __2
_ 2
XV:_Lz_—_2:+2 yV=—( 2 +(-2,5)=-2-2,5=-4,5
2a 1 1
2.= 4.=
2 2

Que coinciden con los valores hallados graficamente.
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Ejemplo

Un nifio arroja una piedra hacia arriba con una velocidad de 29,4 m/s. Su companierito que
vive en un departamento en el quinto piso (20 metros) ve pasar la piedra dos veces.
a) ¢En qué instantes pasa por su vista la piedra?
b) ¢Cudl es la altura maxima que alcanza la piedra?

a) La ecuacidon de distancia (en este caso altura h) en funcién del tiempo para tiro
vertical y caida libre (movimientos rectilineos uniformemente variados) son segun la
Fisica:
h=h, +Vv, -t+%-g-t?
Para nuestro caso:

ho =0

Vo = 29,4 m/s

g = - 9,8 m/s* (negativa por ser contraria a Vo)

Con lo que la ecuacién queda:
h=29,4-t—%-98-t

Si queremos averiguar el tiempo para h = 20 metros
—49-t°+294-t-20=0

Donde a = -4,9; b = 29,4; c = -20. Por lo tanto sus raices t; y t, seran:

_—bib’—dac -29,4+29,4% ~4-(-4,9)-(-20) —-29,4+./47236 —29,4+2173 _

t,, = - =
2a 2-(-4,9) ~9,8 -98

t, =0,78seg

t, =5,21seg
b) Para averiguar la altura maxima usamos la formula de la coordenada vy, del vértice

para h=0
2 2
oo BE
4a 4-(-4,9)

Realiza los siguientes ejercicios
44) Halla los posibles valores de m para que se cumpla la condicién pedida en cada caso:
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a) x>+ mx +3 = 0 tiene una raiz doble.

b) 2x*-x -m =0 no tiene raices reales.

c) el gréfico de las funciones de forma f(x) = mx* —x -1 = 0 intersecta al eje de
abscisas en dos puntos.

d) el gréfico de las funciones de forma f(x) = -x* - mx -5 = 0 tiene contacto con
el eje de las x, pero no lo atraviesa.

e) la ecuacion x* + m = 0 tiene solucién en R.

45) Halla, si existen, los ceros de las siguientes funciones reales cuadraticas:

a) fi(x) = (x-3)*-9
b) fa(x) = 4x> — 5x
) fs(x) = -4x% +4x — 1

46) Halla los numeros enteros que verifiquen la condicién pedida en cada uno de los
siguientes casos.

a) la diferencia entre el cuadrado de su triple y el cuadrado de su doble es 125
b) el producto entre su consecutivo y su antecesor es 399
c) la suma del cuadrado de un nimero y el cuadrado del duplo del consecutivo.

47) Calcula la diagonal de un rectangulo sabiendo que la base es igual a las tres cuartas
partes de la altura'y que el rea es 48.

48) Sea f una funcién real tal que f(x) = ax*> + bx + ¢ con a = 0. Indica si son
verdaderas o falsas las siguientes proposiciones:

a) El grafico de f es simétrico respecto de una recta vertical.

b) Si el coeficiente a es mayor que cero entonces la parabola tiene sus ramas
hacia arriba.

c) Si el coeficiente a es menor que cero entonces la parabola tiene sus ramas
hacia abajo.

d) Si b’ —4ac es mayor que cero entonces el grafico de f corta al eje de abscisas
en dos puntos distintos.

e) Si b’ — 4ac es igual a cero entonces el grafico de f es tangente al eje de las
abscisas y el punto de tangencia coincide con el vértice.

f) Si b?>—4ac es menor que cero entonces el grafico no corta al eje x.
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Forma factorizada de la funcion cuadratica

Si consideramos la funcién real f(x) = 4(x-2)(x-3), los ceros de esta funcién son x;=2 vy
X>=3. Si en la expresion de f aplicamos propiedad distributiva, se obtiene la funcién
cuadratica f(x) = 4(x-2)(x-3) = 4x>-20x+24. Aplicando la férmula del resolvente se puede
verificar que x;=2 y X=3 sS0On Sus ceros.

Este ejemplo nos permite ver que el polinomio asociado a una funcidon de segundo grado,
puede factorizarse utilizando sus ceros.

Por lo tanto podemos decir que una funcidn cuadratica de forma f(x) = ax*+ bx + c,
donde el polinomio asociado tiene raices reales x; y X se puede expresar en forma
factorizada de la siguiente manera:

f(x) =a(x-x1)(X-X2) <'I:< forma factorizada

La funcion f(x) = 4x* + -16x —48 tiene como ceros x; = 6 y X, = -2., que se obtienen
resolviendo la ecuacién cuadratica 4x> + -16x —48 = 0.

Ejemplo

Podemos expresar a la funcion f(x) en forma factorizada escribiendo

f(x) = 4(x-6)(x+2)

Realiza el siguiente ejercicio

49) En aquellos casos en que la funcidn real cuadratica no esté factorizada, exprésela
en forma factorizada.

a) fu(x) = x(3x+1)-1/4
b) fy(x) = 6(x-1)*

c) fa(x) = -2x>-7x =3
d) fs(x) = (x+2)

e) f/(x) = -4x*
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Reconstruccion de Ecuaciones de segundo grado

Las raices de la ecuacion de segundo grado asociada a la funcion polindmica, poseen dos
propiedades muy importantes, que nos permiten escribir la ecuacion: (la demostracion se
omite)

b C
=—_ X, - X,)=—
(X1+X2) a (l 2) a

Si reemplazamos en la expresidon de una ecuacion cuadratica reducida cuyo polinomio es
monico, se obtiene:

XZ — (X, + X)X+ (X, -%X,) =0

Formula que permite reconstruir una ecuacion conociendo los valores de las raices x; y xo.
Ejemplo:
Reconstruye la ecuacion cuadratica cuyas raices son x; = 2y X, = -3.

—(%+%)=—(2-3)=—(-1) =1
XX, =2(-3)=—6

- -7 2 4
aplicando la expresion: X° +1xX—6 =0 es la ecuacion.
Ejercicios complementarios:

1) Se quiere alquilar un automdvil y para eso se visitan dos empresas. En una de ellas el
costo es de $65 por dia. La otra en cambio no cobra por dia, sino $3,25 por kildmetro
recorrido. En ambos casos el combustible corre por cuenta del cliente.

a) ¢De qué variable es funcion el costo en cada caso?

b) Realiza un grafico para cada situacion.

C) Si necesitamos un auto por 3 dias para recorrer 20 km por dia équé empresa nos
conviene mas?

d) ¢Cudl serd la empresa que nos conviene para recorrer 60 km en un solo dia?

61

UTN- FRM- Unidad VI



e) éCuando conviene si alquilamos el automovil por 2 dias para recorrer 13 km por
dia?
f) ¢Cuando es indiferente contratar a cualquiera de las empresas?

2) Toma una cuerda de 50 cm, une sus extremos con cinta adhesiva y forma un tridangulo
isosceles.

a) Construye una tabla de valores en la que la variable independiente x sea la longitud
del lado desigual (base) y la variable dependiente y, la longitud de cada uno de los lados
congruentes.

b) Indica el dominio de la funcién y el conjunto de llegada.

C) Grafica en un sistema de ejes cartesianos.

3) Dada la funcion h:D, - IR/y= 4x* —3x halla, de ser posible:

a) El dominiode h

b) los ceros

c) los polos

d) intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

4) Dada la grafica de una funcién f, cuyo Dominio es el conjunto de numeros reales,
responde:

15 y Figura 15
/’L"*‘\
/’ g5 N a) ¢Es acotada? Indica por qué.
/ A \ /X b) ¢Es periddica? Determina el periodo.
T T YA T T » T T T T T T H .
45 2/15-1-05 0 05 1 15N 25 3 35 4 A5 5 55 €) ¢Es par o impar? o
-0,5 \\ d) Presenta intervalos de positividad o de
N negatividad? Escribelos.
-1 A g
15 5) Dadas las siguientes expresiones

definidas de A en B. Define dominio y
conjunto de llegada para que sean funciones y luego halla los ceros:

a) f(X)=_—2x+7 d f(x)=(x-1)*+5
5 - .
b) f(x)=vx-2 e) f(x):%
c) f(x)=6-+x+1 0 f(X)=X22+9
X +1
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6) ¢Cuando las funciones reales del tipo f(x) = x"+ a conne N, a e IRy a = 0 son
pares?

7) éLas funciones reales del tipo f(x) = a.g(x) congparya IRy a=0 son pares?.
Justifica tu respuesta

8) Si para el ejercicio anterior, g es impar, écdmo es f? Justifica tu respuesta.

9) La suma de dos funciones reales pares, ées una funcion par?éy si fueran impares?éy si
fuera una impar y otra par? Justifica.

10) Suponga que f es una funcidn real par y g es una funcion real impar.

a) ¢Cuales de las siguientes funciones son pares?
b) ¢éCuales de las siguientes funciones son impares?

a) (f.g) c) (f/g)
b) (f. f) d)(g.9)
11) éPara qué valores del dominio las siguientes funciones reales toman valores positivos?

d) f(x) =3x+2
e) f(x) = (x-2)(x+1)

12)Halla, si existen, los ceros de las siguientes funciones reales cuadraticas:

d) f3(x) =-x*-4
e) fa(x) = x>+ 3x + 2

13)Halla los numeros enteros que verifiquen la condicién pedida en cada uno de los
siguientes casos.

d) el triple del cuadrado de su consecutivo es 147
e) el producto de dos nimeros impares consecutivos es 143.

14) Calcula el perimetro de un rectangulo cuya area es 168, sabiendo que la diferencia
entre la base y la altura es 2.

15) Calcula la altura de un tridangulo de 270,75 de area, sabiendo que la medida de su
altura es igual a las dos terceras partes de la medida de la base.

16)Un proyectil, luego de ser disparado, recorre una trayectoria en forma de parabola.
Los ingenieros han armado una funcién que permite calcular la altura h (en metros)
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alcanzada por el proyectil en funcion del tiempo t (en segundos): h(t)= -2,2t>
+2t. Grafica la funcion encontrada y responde:

a) ¢La trayectoria del proyectil coincide con la grafica de la funcion?
b) éCual es la maxima altura alcanzada y en qué momento ocurre?
c) ¢Cuanto tarda en llegar al suelo?

17) Una empresa de viajes esta planificando su oferta para los viajes de egresados. Uno
de los coordinadores (ya egresado), recuerda algunos conceptos matematicos y arma una
funcidon que representa la ganancia g en funcién de la cantidad x de alumnos:

g(x)= 500x- 10x°.
Grafica y responde:

a) ¢Cuantos alumnos deben ir para que la ganancia de la empresa sea la maxima posible y
cual es dicho monto?

b) éCuantos alumnos tendrian que viajar para que a la empresa no le convenga organizar
el viaje?

18)Un cable de suspension de un puente colgante adquiere la forma de un arco de
parabola. Los pilares que lo soportan tienen una altura de 60 metros y estan
separados una distancia de 500 metros, quedando el punto mas bajo del cable a una
altura de 10 metros sobre la calzada del puente. éCudl es la altura a la que se
encuentra un automdvil en el momento en que esta ubicado a 80 metros del centro
del puente? Grafica la situacion.

19)Con los requisitos que se piden en cada caso, escribe f:
a) Tiene asintota vertical x = -2 y pasa por el punto P(2;2)
b) EI mayor conjunto real en el que pudo definirse es el intervalo (4;00) y pasa por
el punto C(6;-1)
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FUNCION SENO

CONSTRUCCION

Sea f: IR —> IR/ f(x)=senx

En este ejercicio partiremos de una tabla de valores de y = sen x para angulos de la 12
vuelta menores de un giro para obtener la grafica de esta funcion en ese intervalo.

Se llama circunferencia trigonométrica a la que tiene su centro en el origen de
coordenadas y de radio uno. Cualquier punto de la circunferencia dista 1 del origen, por
lo tanto, si representamos el angulo con el vértice en el origen de coordenadas y un lado
sobre el semieje OX positivo, el valor del seno coincide con la ordenada del punto de
corte del otro lado con la circunferencia trigonométrica

Para construir el grafico de la curva sinusoidal utilizamos la circunferencia trigonométrica
dividida en arcos, y a su derecha el sistema de coordenadas cartesianas tomando sobre el
eje de ordenadas la misma unidad que la correspondiente al de la circunferencia.

En el eje de abscisas marcamos a izquierda y derecha del origen de coordenadas

intervalos de amplitud % . Completa la tabla

le
X (rad) y =sen X

0

A e s D 057 In 151
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¢Qué sucede con los valores del seno tras dar una vuelta completa a la circunferencia?
En esta escena veras que los valores del seno vuelven a repetirse.

Propiedades de la funcién seno en el intervalo [0;27]

Observando el grafico de la funcién seno podemos obtener las siguientes conclusiones:

a) dominio e imagen
D: [0;27]
I: [-1;+1]

b) periodicidad
La grafica obtenida en el intervalo [0;2” ] se repite periddicamente
Vx e IR:sen(x+2z)=senx periodo P =27

C) no es inyectiva

d) ceros de la funcién: resolvemos la ecuacion SENX = 0

sen0=0=>sen(0+27)=sen(0+4z)=sen(0+2kz)=0

= sen(2kz)=0, con kelR

senz =0 = sen(z +27) = sen(z +47x) = sen(z + 2kz) =0
= sen[(2k +1)z]=0, con k e R

en definitiva

x = km (keZ) es cero de f

el conjunto de ceros de
f:S{x/x=krakeZ}

e) paridad y simetria: es impar.

Por ejemplo:
f(r/2)=1
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f(z/6)=05

f(—fr/6)=—o,5}j f(z/8)=—1(-x/6)

En general Vx € R:f(x) = —f(—x),es decir Vx € R:sen x = —sen(—x) (el grafico es
simétrico respecto del origen)

f) Intervalos de crecimiento y decrecimiento
En algunos intervalos es estrictamente creciente y en otros es estrictamente decreciente.

En (—22,772), (-2 + 2% ,w/2 + 2 ), etc. Es estrictamente creciente
En (-372,72), (-3m/2 + 2z ,w/2 + 2x), etc. Es estrictamente decreciente
FUNCION COSENO

CONSTRUCCION

Sea f:IR—>IR/ f(X)=cosx

En este ejercicio partiremos de una tabla de valores de y = cos x para angulos de la 12
vuelta para obtener la grafica de esta funcion en ese intervalo.

Para construir el grafico de la curva cosinusoidal utilizamos la circunferencia
trigonométrica dividida en arcos, y a su derecha el sistema de coordenadas cartesianas
tomando sobre el eje de ordenadas la misma unidad que la correspondiente al de la
circunferencia.

En el eje de abscisas marcamos a izquierda y derecha del origen de coordenadas

intervalos de amplitud %

X (rad)| y =cos x
n n -1, -In sn n o.h\m/(s:r m 2.8
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m —0.25n ) Il 025w 0.5 0.75m in 1.25n 1.5m 1.75n

Propiedades de la funcién coseno en el intervalo [0;27]

Observando el grafico de la funcién coseno podemos obtener las siguientes conclusiones:
a) dominio e imagen

D: [0;27]

I [-1;+1]

b) periodicidad
La gréfica obtenida en el intervalo [0;27] se repite periGdicamente

VX e IR:cos(X+27)=C0SX periodo P =27

C) no es inyectiva

d) ceros de la funcion
Para determinarlos resolvemos la ecuacién €os X =0

cosZ:O:cos E+27z = CO0S z+47z = COS £+2k7r =0
2 2 2 2
= cos[%+2k7rj:0, con keR

cosZ:O:cos Z+27z = CO0S z+47z = COS £+2k7r =0
2 2 2 2

= cos[Zk;l;rj =0, con keR
en definitiva x=2%+1, (ke Z) es cero de f
el conjunto de ceros de f: S{x/ X = 2k+17r/\k € Z}

e) paridad y simetria: es par.
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Por ejemplo:

f(ﬂ')z f(—ﬂ')z—l:) f(ﬂ): f(—ﬂ')

f(z/2)=f(-7/2)=0= f(z/2)=f(-x/2)

f(z/3)="f(~7/3)=1/2= f(z/3)=—F(-7/3)

En general f(x) = f(—x) (el grafico es simétrico respecto del eje y)

f) Intervalos de crecimiento y decrecimiento

En algunos intervalos es estrictamente creciente y en otros es estrictamente decreciente.

En (7;27) es estrictamente creciente y en (0;z) es estrictamente decreciente

FUNCION TANGENTE

CONSTRUCCION

Sea f:D—> R/ f(x)=tanx

En este ejercicio partiremos de una tabla de valores de y = tan x para angulos de la 12

vuelta y siguientes para obtener la grafica de esta funcion en un intervalo mayor.

En el eje de abscisas marcamos a izquierda y derecha del origen de coordenadas

intervalos de amplitud % . Completa la tabla

x (rad) vy =tan x

0

2.5

1151

S v W

D
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La grafica muestra que los valores de la tangente vuelven a repetirse, de la misma
manera que la funciéon seno y coseno.

Propiedades de la funcién tangente en el intervalo [0;27]

Observando el grafico de la funcién tangente podemos obtener las siguientes
conclusiones:

a) dominio e imagen
D: [0;27]
En dichos valores de x aparecen las asintotas o polos de la funcion.
I: (-00;+00)

b) periodicidad

La gréfica obtenida en el intervalo [0;7] se repite periGdicamente

VxeR:tan(x+7z)=tanXx periodo p =7

C) no es inyectiva

d) ceros de la funcién: resolvemos la ecuacién tanx=0

tan0=0=tan(0+r)=tan(0+27z)=tan(0+kz)=0
= tan(kz)=0, con keR
en definitiva

x=kz (keR) escerode f
el conjunto de ceros de
f:S{x/x=krakeZ}
e) paridad y simetria: es impar.

Por ejemplo:

f(z)=—f(-7)=0= f(x)=—F(-x)
f(z14)=-f(-x/4)=1
En general f(x)=—f(-x), el grafico es simétrico respecto del origen de coordenadas.

f) Intervalos de crecimiento y decrecimiento
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Es una funcidn estrictamente creciente en todo su intervalo.

Los intervalos de crecimiento tendran una amplitud igual al periodo:
T T 37w

Ul=——=;= |Y| = — |Y

533)5%)

VARIACIONES DE LAS FUNCIONES

Tomando como base de comparacion alguna de las funciones estudiadas en la sesidn
anterior, por ejemplo, la funcién seno, las variaciones que sufre n son las mismas
estudiadas: contraccion, expansion, desplazamientos, reflexién y pueden representarse
segun el siguiente esquema:

y=a-sen(b-x+c)+d

Donde las constantes a, b, ¢, d representan:

1) Amplitud de la Onda “a”
es la maxima ordenada que alcanza la funcidn, es un nimero real no nulo a # 0.

Si el valor de a = 1 estamos en presencia de una funcién pura.

Si0 > a>1la funcidn sufre una contraccion.

Sia > 1 la funcién sufre una expansion o estiramiento.

Si a < 0, es decir, es negativo la funcion sufre una reflexion sobre el eje x.

Para observar estas diferencias realizaremos las siguientes graficas:
y = sen xdonde a = 1 y que tomaremos como referencia

y = ¥2 sen xdonde a = 0,5 y se produce una contraccion

y =2 sen xdonde a = 2 y se produce una expansion

y = - V2 sen xdonde a = -0,5 y se produce reflexion y contraccién
y = -2 sen xdonde a = -2 y se produce reflexion y expansion

¥
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Su valor absoluto indica la cantidad de ondas que hay en el intervalo de longitud 27, es
un numero real “b”no nulo, y cuanto mas grande es su valor menor es el periodo.

2) Periodo de la Onda "b”

27

b

p:

s

Si se le suma al angulo de la funcion trigonométrica una constante diferente de cero “c”,
la desplaza hacia la izquierda el valor de la constante y la desplaza hacia la derecha si

3) Desplazamiento horizontal “c”

angulo.

restamos la constante al

lo de fase

angu

7

b

c>0 desplazamiento hacia la izquierda
c <0 desplazamiento hacia la derecha

\

(bx+c)3 <

Resumen:

sen xdonde b = 1 y que tomaremos como referencia

sen (1/2 x) donde b
sen (2x) donde b

Para ver la variacion del periodo graficaremos:

Yy
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Para ver los desplazamientos horizontales graficaremos:

sen x donde ¢ = 0 y que tomaremos como referencia.

y:
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y = sen (x-ri/6) donde c = n/6 (30°) y se produce un desplazamiento hacia la derecha.
y = sen (x+r/9) donde ¢ = n/9 (20°) y se produce un desplazamiento hacia la izquierda.

-1 Tan —1.5m —1.25n ] 0zZ5m 0.5n 0757

-l -

4) Desplazamiento vertical “d”

Como en todas las funciones vistas, para producir un desplazamiento vertical se le suma o
resta un valor constante d fuera de la funcion, en este caso, fuera del argumento. El
desplazamiento es del mismo signo que la constante d.

Para ver los desplazamientos horizontales graficaremos:

y = sen xdonde d = 0 y que tomaremos como referencia.

y = sen x + 2 donde d = 2 y se produce un desplazamiento hacia arriba.
y = sen x -1 donde d = -1y se produce un desplazamiento hacia abajo.

/‘n -1.5n -1 -0.5m n 0.5m 1 1.5n

Finalmente graficaremos una funcion con las distintas variaciones combinadas:
y=-2cos (3x—n/6) + 1

donde:

a = -2 lo que le produce una reflexion y una expansion

b = 3 lo que acorta su periodo de 2n a 2n/3

¢ = -n/6 lo que la desplaza hacia la derecha ese valor (30°)

d = +1 lo que la desplaza hacia arriba
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Todo en comparacion con la funcién y = cos x

FUNCIONES INVERSAS

Las funciones trigonométricas, seno, coseno y tangente no son inyectivas, por lo que sus
relaciones inversas no son funciones. Dada su utilidad en el cdlculo de angulos (calculo
inverso) es conveniente restringir el dominio de dichas funciones para que las relaciones
inversas se transformen en funciones.

Al realizar la gréfica de las funciones inversas, recordemos que ambas graficas deben ser
simétricas respecto del eje y = x. El dominio se debera restringir en un intervalo donde la
funcion sea estrictamente creciente, por ello, el dominio restringido dependera del tipo de
funcién: si es impar como el seno y la tangente o par como el coseno.

FUNCION ARCO SENO
Para que la funcidon y = f(x) = sen x admita inversa es necesario acotar el dominio D: [-
n/2;n/2] con lo que la imagen I: [-1;+1].

Por lo tanto, la funcién inversa y? = fi(x) = arc sen x conmutara con la anterior el
dominio y la imagen, siendo D:[-1;1], I:[-n/2;n/2], y sus graficas:
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0.25n 0.5m

FUNCION ARCO COSENO

Para que la funcién y = f{x) = cos x admita inversa es necesario acotar el dominio D:
[0;n] con lo que la imagen I: [-1;+1].

Por lo tanto, la funcién inversa y! = f!(x) = arc cos x conmutard con la anterior el
dominio y la imagen, siendo D:[-1;1], I:[0;n], y sus graficas:

—O. 25 =] R [T [FRCET 1
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FUNCION ARCO TANGENTE

Para que la funcion y = tanx admita inversa se debe acotar el dominio D:[-n/2;n/2] con
lo que la imagen I: [-00;+00].

Por lo tanto, la funcidn inversa y? = f1(x) = arc tan x conmutara con la anterior el
dominio y la imagen, siendo D:[-00;+00] , I:[-n/2;n/2], y sus graficas:
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