FUNCIONES

Anexo

Funciones exponenciales y logaritmicas: Funcion exponencial: definicion, propiedades. Clasificacion.
Funciones de la forma y=a*. Particularidades. Funciones de la forma f(x)=k.2*. Resolucién de
ecuaciones exponenciales. Funcidon logaritmica: definicion, propiedades. Dominio natural.
Resolucion de ecuaciones logaritmicas.

Funciones trigonométricas: Dominio, imagen, caracteristicas y graficas de las funciones
trigonométricas: seno, coseno, tangente, cotangente, secante, cosecante. Periodos, ceros.
Funciones trigonométricas inversas. Resolucién de ecuaciones trigonométricas. Aplicaciones a la
geometria. Ejercitacion y problemas.

FUNCION EXPONENCIAL

Pensemos en la siguiente situacion problematica:

Una poblacion de bacterias estd en un medio tal que se reproduce duplicandose
cada hora. En el momento en que comenzamos su observacion existian 5000
bacterias, al cabo de una hora 10000, a las dos horas 20000, a las tres horas
40000 y asi sucesivamente.

Suponiendo la reproduccion en forma continua épodra predecirse la cantidad de
bacterias en cada momento? ¢Habra una ley gue las interprete?

Graficamos: Eje x: tiempo en horas
Eje y: cantidad de bacterias en miles

4 Z?
0| 5000
1| 10000
2| 20000 . - 5
3| 40000

¢Cuantas bacterias habia 1, 2, 3 horas antes?
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Calculamos algunos valores:

t=0 f(0) = 5000
t=1 f(1) = 5000 - 2

t =2 f(2) = 5000 '2 -2
t=n f(n) = 5000 * 2"

Donde f(n) es la expresion general

La expresidon cuya representacion grafica coincide con la anterior se denomina
funcidon exponencial, con Dominio y conjunto de llegada los nimeros reales, y
su expresion general es de la forma:

y=a"

Tengamos en cuenta algunas consideraciones acerca de los valores que puede
tomar la base a:

1) a=0

Si a = 0 entonces podria suceder que en algin momento para a* obtuviéramos el
valor:

0° indeterminacion!

O bien el valor:
ot=1y
0

Por lo que concluimos que la funcién no estaria definida cuando x=0



2)a<0

Ejemplo: sia = -2

y = (-2
(-2’ =4
(-2)° = -8

J= 2)3!! No tiene solucion Real

WIW (N[ X

/2

Por lo que concluimos que no es posible que a tome valores menores que cero.

a=1

Si a = 1 la funcidn toma la forma y = 1*, cuya grafica es una recta de ecuacién y
=1.

Por lo que concluimos que la ecuacidon obtenida no responde a las caracteristicas
de la funcién exponencial.

Luego “a” podra tomar solo valores mayores que cero y distintos de uno.

Formalizando nuestras ideas decimos que una funcidn exponencial a la
funcidn real cuya expresion general es de la forma:

y=a

Donde:

a es una constante tal que sea positiva, distinta de cero y distinta de
uno.

aclR" ra#1
X en esas condiciones puede tomar cualquier valor real, x € IR
Definicion:
Se llama funcidon exponencial a la funcion real:
ae IR+—{ 1 }

fIR - IR"/f(x) =a*
X € IR



VARIACIONES DE LOS ELEMENTOS

1. Variaciones de a

El comportamiento de la funcidn exponencial es diferente segun sea:
a>1 ¢ O<ax<l

Se observa que:

* Todas ellas tienen un punto comin que es el (0 ; 1)

* Cuando a > 1 la funcidn es creciente

* Cuando 0 < a < 1 la funcién es decreciente

* Entre los exponentes de base reciproca hay simetria axial de eje x = 0. En
general:

. 1
y = a* es simétricadey = —
X
a
Si se observa en la grafica:
X . sy 1
y = 2" es simetricadey = ~
2
' )
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2. Variaciones de k — Expansiones — Contracciones - Reflexiones cuando la funcion
exponencial es de la forma y = k- &

Si se mantiene constante el valor de a se observa qué sucede cuando varia k,
siendo k una constante que multiplica a la funcién exponencial.

Se observa que:

* La ordenada al origen coincide con el valor de k.



* Sik > 1 se produce una expansion de la funcion.

Por ejemplo:

y = 2 comparada con y=4"2"

* Sik <1 se produce una contraccion de la funcion.

Por ejemplo:
y = 2X comparada con y=0,5" 2"

* Para valores de k opuestos las funciones resultan con simetria axial de eje
y=0. Se ha producido una reflexion sobre el eje x.

Por ejemplo:
y = 2 comparada con y = -2*

y = 0,5 2" comparada con y=-0,5" 2%
y=4'2 con y=-42

Como se ve las curvas resultan simétricas respecto del eje de abscisas.




3. Desplazamientos de la Funciéon Exponencial

Ahora se estudiaran los desplazamientos de la funcidn exponencial
* Desplazamiento Horizontal :
f(x) = a*~°,

donde b indica el corrimiento segln el eje x

f(x) = a*"°| b |Corrimiento

f(x)=2* | 0 |No hay

f(x) = 2**1 |-1 |1 hacia izquierda

f(x) = 2*' | 1 |1 hacia derecha

* Desplazamiento Vertical:
f(x) = a*+ ¢ A ce IR, donde cindica el corrimiento sobre el eje y

f(x) = a*+c C o Asintota horizontal
Corrimiento

f(x) = 2% 0 No hay y=0

f(x)=2"+1 1 1 hacia arriba y=1

f(x)=2*-1 -1 1 hacia abajo =-1




1. EXPRESION DE LA FUNCION EXPONENCIAL QUE PASA POR DOS PUNTOS

Determinemos la expresion de la funcidn exponencial que pasa por los
siguientes puntos, para ello hallaremos su base y su coeficiente. Verifica.

a) Pl(— 1: %) y P,(4;162)

Puesto que los dos puntos satisfacen la ecuacion de la funcidon exponencial
reemplazamos sus coordenadas en la misma, y obtenemos un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas: a y k que podemos resolver, por ejemplo, por
método de igualacion

y =k.a y=k.a"
2 -1 4
k= g.a k = 162
3 a4
L
3 a
a.a4:162.3
2
a® =813
a= 3243
a=3

Il
N

2 2
Puesto que k = §'a , €l valor de k es: k = 5.3

k=2
La funcion exponencial que pasa por los puntos dados es:

y=2.3X



Para verificar, se reemplaza el valor de x en la funcidn obtenida y se corrobora
si se obtiene el correspondiente valor de y, segun los puntos dados:

1 2
Pr=(1;?) y=2.3'=2. 5 = § luego cumple que la ordenada para el
punto P; es E
'3

P,=(4;?) y=2.3"=2"81=162 luego cumple que la ordenada para el
punto P, es 162

Realiza los siguientes ejercicios

51)Dada la funcion real exponencial f(x) = k * @* responde:

a) ¢éCual es el Dominio?

b) ¢La variable se encuentra en la base o en el exponente?

c) ¢Cual condicidon debe cumplir a para que el dominio sea el conjunto de los
numeros reales?

d) ¢Para qué valores de x la funcidon exponencial cruza al eje de las abscisas?

e) ¢Puede ser k = 0?

f) éPuede sera = 1?

g) éComo se denomina k?

52) Indica cuales de las siguientes expresiones definen funciones exponenciales o
no, aplicando la definicion:

f(x)=x3 g(x)=¢" h(x) =1 j(x)=(=5)
i(x)= x> I(x) = —2* m(x) = 27% n(x)=1/2*

53) Determina si las siguientes expresiones son Verdaderas o Falsas.
a) aa"=a""
b) a".a" =a*

c) aP/d :(%jp

d) a":a=a""
e)3"=1/a™"

f) (an)n :aZn



54)Analiza dominio, imagen, paridad, ceros, ordenada al origen, asintotas,
crecimiento, decrecimiento, bases reciprocas y simetria de las siguientes
funciones exponenciales. Grafica en el mismo plano.

a) y=2 para a>1
k>0
1\ O<a<l1
b =|—= ara
) y (2) P k>0
c) y=-2"  para a>1
k<0
1Y 0<a<l1
d == ara
) y (Zj P k<0

55) Analiza si las siguientes expresiones son Verdaderas o Falsas.

a) Si trasladamos f(x) = 2* dos unidades hacia la izquierda obtenemos g(x) =
2(x-2)

b) Si trasladamos f(x) = 3* dos unidades hacia arriba obtenemos g(x) = 3**2
c) Si trasladamos f(x) = 3* dos unidades hacia la derecha obtenemos g(x) =

3%/3?

d) g(x) = 3*1 es el resultado de trasladar f(x) = 3* una unidad hacia la
derecha

e) g(x) = € -1 es el resultado de trasladar f(x) = €* e unidades hacia la
izquierda

f) Las funciones g(x) = €y h(x) = -€* son simétricas respecto al eje x

56) Analiza los desplazamientos de las siguientes funciones. Grafica.

a)  f(x)=2¢"1 b)  f(x)=2""

C) f(x)=e*-1 d) f(x)=e"+1

57) Para cada una de las siguientes funciones, analiza dominio, imagen,
interseccion con el eje de ordenadas, intervalos de positividad y negatividad,
crecimiento y decrecimiento de cada una.

a) y=-3e~
b) y=2%-2



58) Halla la formula de una funcién exponencial que cumpla con las condiciones
requeridas en cada caso:

a) Pasa por el punto (-1;3/2) y k = 2.
b) a=0,5y cortaal ejeyeny = 4.

c) Pasa por los puntos (-3;1/625) y (5;625).
FUNCION LOGARITMICA

Definicion:

Sea f una funcion definida de IR* en IR, se llama funcién logaritmica a la funcion
inversa de la funcidon exponencial

y=Ilog, x < b’ =x

y se lee “logaritmo de X en base b”, cuyo significado es “el logaritmo en base b
del numero estrictamente positivo (no puede tomar el valor cero) X es el
exponente Y al cual hay que elevar la base para obtener el nimero X”.

Como son funciones inversas su dominio y su imagen se intercambian.

Para obtener una funcidn logaritmica se intercambian las variables en y=b*,

como consecuencia, calcular un logaritmo es buscar un exponente que verifica la
funcién exponencial.

La asintota horizontal se convierte en asintota vertical.
Ejemplo:

Construiremos las graficas que representa las funciones y=2* y su inversa y=
log, x. Se debe tener en cuenta que por ser la funcion logaritmica inversa de la
exponencial los valores obtenidos para y (imagen de la funcion), en el caso de f(x)
= 2%, pueden ser tomados como elementos de dominio (elementos de x) para la
funciéon f(x) = log; x.

Y a su vez, los elementos de dominio de la primera seran considerados imagen de
la segunda; como se muestra en las siguientes tablas reducidas:

x|ly=2" x |y=log:x

-3| 0.125 |0.125 -3

-2| 0.25 | 0.25 -2




-1 0.5 0.5 -1
0 1 1 0
1 2 2 1
2 4 4 2
3 8 8 3

La grafica permite destacar que la recta y =x (funcion identidad) es el eje de
simetria de las funciones inversas y = 2* e y = log; Xx.

Ejercicio

Utilizando la calculadora, completa, de ser posible, las tablas de valores
comparativos de las funciones: y = 2%, y=1log, x e y = X, en las que se observa
que la funcion logaritmica no esta definida para x = 0 ni para valores
negativos:

y=2* y = log, x y=x

Njo|u|hlw|N|= oL NG| A ¢ WX

Teniendo en claro las ideas precedentes se puede formalizar:

Sea f: IR">IR/

constante keR A k=#0
y=k-log,x < base beR A b#1 A b>0

argumento x>0 xeR"



RELACION ENTRE LAS FUNCIONES LOGARITMICA Y EXPONENCIAL

La funcion logaritmica definida de IR* en IR, es inyectiva, es suryectiva,
entonces es biyectiva, admite funcion inversa:

e log, X, =log, X, = X, =X, por lo que la funcién logaritmica es
inyectiva

e I (f) = R laimagen de la funcién es el conjunto de los nimeros reales, por
lo que la funcidn logaritmica, es suryectiva.

Luego, por ser inyectiva y suryectiva la funcidon logaritmica es biyectiva.

La funcidon logaritmica es la inversa de la funcion exponencial, para
comprobarlo seguimos los siguientes pasos

En la funcion logaritmica y = log,X se intercambia x por y, obteniendo:

X = logpy
Despejando la variable y en X =log,y, se tiene y = b*, es decir la funcién
exponencial

Representando en un mismo diagrama las funciones X =logyy e Yy = b* los

resultados son graficas simétricas respecto de la bisectriz del primer y tercer
cuadrante f(x)=x , como se pudo observar en la grafica anterior.

VARIACIONES DE LOS ELEMENTOS

1. Variaciones de b

Se pueden observar algunas caracteristicas de las funciones logaritmicas y
exponenciales a través del siguiente grafico:

Si b > 1 entonces y = b* es creciente, luego y = log, X también es
creciente.
Ejemplo: y=2% con vy=log;x

" Estas funciones poseen simetria respecto del eje x = y por ser funciones
inversas.
Si 0 < b < 1 entonces y = b* es decreciente, luego y = logy, x también
es decreciente.
Ejemplo: y =(1/2)° con vy =logy; x



* Estas funciones poseen simetria respecto del eje x = y por ser funciones
inversas.

A\ W /4

* Todas las funciones logaritmicas intersecan al eje de abscisas “x” en
(1;0)
Ejemplo: y =log; x con y =logi; X

* Las funciones que tienen sus bases reciprocas poseen simetria respecto
del eje y = 0 (eje x).
Ejemplo: y=log;x e y=1IogyXx

2. Variaciones de k — Expansiones — Contracciones - Reflexiones

Si se mantiene constante el valor de b se puede observar qué sucede cuando varia
k=0 (constante que multiplica a la funcion logaritmica)

Se observa que:

" Todas las funciones logaritmicas tienen igual cero o raiz (1;0).
* Sik > 1 se produce una expansion de la funcion.



Ejemplo: y=logx con y=2"log; X
Si k <1 se produce una contraccién de la funcion.
Ejemplo: y=log;x con y=0,5"log;x

* Para valores de k opuestos las funciones resultan con simetria axial de eje
y=0. Se ha producido una reflexiéon sobre el eje x.
Ejemplos:
y = logz x con y=-log;x

y=2logzx con y=-2"log;x
y=05"logx con y=-05"log;x

Como se ve las curvas resultan simétricas respecto del eje de abscisas.
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3. Desplazamientos de la Funcién Logaritmica

* Corrimiento Horizontal
Se observa lo que ocurre cuando se modifica la variable independiente en
un cierto valor a



y= Iogb(x—a)

_ _ a>0 a<0
y= |Og(X 1) para ; para
f(x) = logy (x — a) a Corrimiento Asintota Vertical
f(x) = log,x 0 No hay x=0
f(x) = logy(x + 1) -1 1 aizquierda x=-1
f(x) = logy(x - 1) 1 1 a derecha x=1

—————————————————

__________________

_________________

—————————————————

_________________

————————————————

L
* Desplazamiento Vertical:
Se observa que se puede agregar, al corrimiento horizontal, un corrimiento

vertical incorporando a la expresidn anterior el valor de ¢
y =log,(x—a)+c
y =log(x +1) +2
y =log(x-1)-3



_______________________________________________________________________________________

'
'
——————————————————————————————————————————————————

———————————————————————————————————

v=loohlx 1Y+ 77!

v= logh(x -1} -3

______________________________________

____________________________________________

____________________________________________________________________

____________________________________________________________________

f(x)=logy, (x—a) +c C Corrimiento Asintota Vertical
f(x) = logyx 0 No hay x=0
f(x) = logy(x + 1) + 2 +2 2 arriba x=-1
f(x) = logy(x-1) -3 -3 3 abajo x=1

Dominio Natural de una funcidon es encontrar un subconjunto de los ndmeros
reales en el cual la funcion esta definida.

f(x) = |og[gjﬂ

Sabemos que la funcidn logaritmica esté definida para valores de X € R™ luego
el numerador del argumento, no puede tomar el valor 1.

Ademas el denominador, del argumento, tampoco puede tomar el valor “-1”, porque generaria una indeterminacion.

Para los valores de x = 1 y x = -1 la funcién tiene asintotas verticales.



Para valores de x < -1 tanto el humerador como el denominador, del argumento,
resultan negativos. Luego, aplicando la regla de los signos dicho argumento es
positivo y la funcidn logaritmica esta definida!!!

Para valores de x>1, tanto el numerador como el denominador, del argumento,
son positivos y no hay inconveniente para el calculo de la funcidn logaritmica.

En consecuencia el dominio de la funcion propuesta es: (—o0;—1)U(1; )

Con respecto a los ceros, ningun valor de x anula la funcién luego no existe corte
con el eje x.

Podemos interpretar graficamente, la funcién propuesta, y corroborar nuestras
conclusiones:

Realiza los siguientes ejercicios

1) Grafica las siguientes funciones logaritmicas definidas de IR en R:

a) f(x) = logy/3 x
b) g(x) = logi2 x
c) h(x) = logs x
d) I(x) = log; x
e) m(x) = logs x

2) Teniendo en cuenta las graficas realizadas en el ejercicio anterior, completa:

a) Cortan al eje de abscisas en el punto P( ; )

b) No cortan al eje .....

¢) El conjunto imagen es .......

d) Si la base es mayor que 1, la funcién es ........

e) Si la base es mayor que cero y menor que uno la funcion es ........

f) Las curvas correspondientes a funciones de bases reciprocas son .......



3) Analiza si las siguientes expresiones son Verdaderas o Falsas. Justifica:

a) Si trasladamos f(x) = logs x dos unidades hacia la izquierda obtenemos
g(x) = logs (x = 2)

b) Si trasladamos f(x) = logs x dos unidades hacia arriba obtenemos
g(x) = logs (x + 2)

c) g(x) = logz x — 1 es el resultado de trasladar f(x) = logs x dos unidades
hacia la izquierda.

d) g(x) = In (x + e) es el resultado de trasladar f(x) = In x e unidades hacia la
izquierda

e) Las funciones f(x) = In x y g(x) = -In x son simétricas respecto al eje x.
4) Para los casos:

a) y=-logx+1

b) y = 2 log (x — 10) + 1Determina el dominio de cada una de ellas para que
sean funciones, imagen, ceros, interseccidn con el eje de ordenadas,
intervalos de positividad y negatividad, crecimiento y decrecimiento de cada
una.

5) Halla la expresién de una funcién logaritmica del tipo f(x) = log (x — a), es
decir de base 10, cuya asintota sea:

a) La recta de ecuaciéon x = 0,5
b) La recta de ecuacion x = 0,8

6) Determina el dominio “natural” de las siguientes funciones:
a) f(x)=-Inx
b) g(x) = logs (x —2)
c) h(x) =logs (x —e)
d) I(x) =log |x-2|
e) m(x) = log [(x —2)/(x + 1)]

RESOLUCION DE PROBLEMAS APLICANDO FUNCIONES EXPONENCIALES

Su aplicaciéon es de fundamental importancia para la ciencia en el campo de la
biologia, economia, quimica, fisica, etc.

En los modelos que permiten la formulacion de un problema del mundo real en
términos matematicos, aparecen funciones de crecimiento o decrecimiento
exponencial



Ello es debido a que tienen la propiedad que “a intervalos iguales de la variable
independiente se obtienen porcentajes iguales de crecimiento o decrecimiento de
la funcion”

Diversos ejemplos de fendmenos naturales que pueden ser modelados mediante
estas funciones son:

a) Crecimiento exponencial de poblaciones de seres vivos.

b) Crecimiento amortiguado de poblaciones de seres vivos.

c) Crecimiento exponencial demografico.

d) Prediccion del tamafio de una poblacion.

e) Comparacion de los efectos de diferentes tasas de crecimiento de poblacion.

f)  Determinacion de la poblacién inicial.

g) Descripcion de la desintegracion de sustancias radioactivas en Fisica y
Quimica.

h)  Crecimiento frenado de poblaciones de seres vivos (funcidn logistica).

i)  Eliminacion de medicamentos.

j)  Interés compuesto.

k) Interés compuesto continuo.

[)  Depreciacion de un bien.

m) Ley de enfriamiento de Newton.

RESOLUCION DE PROBLEMAS APLICANDO FUNCIONES LOGARITMICAS

Diversos ejemplos de fendmenos naturales que pueden ser modelados mediante
estas funciones son:

a) intensidad del sonido

b) intensidad sismica

c) pH Yy acidez de las soluciones
d) matematica financiera

Ejemplos

1) La presion atmosférica p sobre un globo o un avion disminuye al aumentar la
altura. Esta presion medida en milimetros de mercurio se relaciona con el
nimero de kildmetros h sobre el nivel del mar mediante la férmula:

p=760-e 01
a) Determine la presidon atmosférica a una altura de 1 kildmetro
b) ¢A qué altura la presién sera de 600 milimetros de Hg?

a) p=760-e°"" =760-¢ """ =657mmHg



600
In

b) 600 =760-e %" = h=— 60 _1 630km
~0145

2) En ocasiones los sicdlogos utilizan la funcidn L(t) = A(1- e*) para medir la
cantidad L aprendida en el tiempo t .El nUmero A representa la cantidad por
aprender y k mide el nivel de aprendizaje. Suponga que un estudiante debe
aprender un total de A = 200 palabras de vocabulario. Un sicdlogo determina que
el estudiante aprendi6 20 palabras cada 5 minutos.

a) Determine la tasa de aprendizaje k

b) ¢Aproximadamente cuantas palabras habrda aprendido después de 10
minutos?

¢) ¢Cuanto tiempo tardara en aprender 180 palabras?

h 20
a) 20=200-(1-e™%) = k = % = 0,02107

b) Lyg =200-(1—e **°"%) =38 palabras

C) t __In01 =109 min
—0,02107

3) Se depositd dinero en un banco a plazo fijo. El banco ofrecia el 5 % trimestral y
luego de un afo depositado el dinero se juntd $% 2.187,91

a) ¢Cual era el capital inicial?

b) ¢Cual es la expresidon que permite determinar el monto (en $) en funcién del
tiempo (en periodos) y las expresiones de las otras variables?

) ¢Cudl sera el monto dentro de tres anos?

d) ¢Al cabo de cuanto tiempo el monto sera mayor a $3000?

C, =montoacumulado o Capital al final del periodon
Co =capital inicial
i =tasade interés
n =numero de periodos = LI : tlempc_)
ut unidad detiempo
ut esta dada por la capitalizacion

a) C, =Co(l+i)" montoa interés compuesto



5 j“ 2187,91
° " (1+0,05)*

2187,91= Co[1+—
100

Co =$1800

El exponente 4 es debido a que en un afio existen 4 trimestres (t/ut).

N . /Cn logC, —logC,
= l=n—=NnN= -
@+in" C, log(1+1)
c) C, =1800-(1+0,05)

El 36 del exponente es debido a que en 3 anos hay 36 meses, es decir, 12
trimestres (12 grupos de 3 meses)

12
C, =1800- (1+ i) =$3232,50
100

b) C, =C,(1+i)" =C, =

36/3

C, >3000 = 1800.(1+0,05)" > 3000

3000
1800
d) n-logl, 05> 1log3000-10g1800
. log 3000 -10g1800
logl,05

a,05)" >

=10, 46trimestres = 31mesesl2dias

4) El pH de una solucidon quimica esta dado aproximadamente por la férmula
pH =—Ioglo[H+] donde [H+] es la concentracion de iones de hidrogeno en moles

por litro. Los valores de pH varian de 0 (acido) a 14 (alcalino).

a) Determine el pH del agua en un recipiente de 1 litro con 0,0000001 moles

de iones hidrogeno.
b) Determinar la concentracién de iones de hidrogeno en una solucién

semiacida con un pH de 4,2.
a) pH =-log,,1-:107" =7

b) 4,2=—log,,[ H" ]=[H"]|=10"* =6,31-10"° = 0,0000631mol

Funciones trigonométricas

1) Grafica las siguientes funciones. Para cada una de ellas indica dominio, imagen,
amplitud, angulo de fase, periodo, frecuencia, desplazamiento horizontal y
desplazamiento vertical.

a)y = 2 Cos X
b) y = cos (x + 2n/3)
c)y = cos (x+n/2) + 3



d)y =3cos (2x + n/3) + 1
2) Un generador eléctrico produce una corriente alterna de 50 Hz dada por:
i(t)=30sen(100n (t — 7/36))
donde i(t) es la corriente medida en amperes, t en segundos. Halla el valor
positivo mas pequefio de t para que la corriente sea de 15 amperes.

3) En el proceso de la respiracion se alternan periodos de inhalacion vy
exhalacion que se pueden describir mediante la férmula:
f(t) =06sen(n/2 t)

Siendo t el tiempo medido en segundo vy f(t) el caudal del aire en el tiempo t,
medido en litros por segundo:

a) Halla el tiempo en que se completa un ciclo, una exhalacién, o una
inhalacién.
b) Realiza el grafico de la funcion para dos ciclos completos y halla:

b.1) Los lapsos en que el caudal de aire es positivo y los lapsos en que es

negativo.

b.2) Los instantes en que el caudal es nulo, maximo o minimo.

FUNCION COSECANTE
CONSTRUCCION

sea f:R—{x/x=km, keZ} >R/ f(x):cscx:i

senx
En este ejercicio partiremos de una tabla de valores de y = ¢sc x para angulos de la 12 vuelta para
obtener la grafica de esta funcion en ese intervalo y luego se continlia para los otros intervalos
como en las funciones anteriores. Por tratarse de una funcion reciproca para calcular sus valores
primero se calcula el valor de la funcidn seno y luego se calcula el valor reciproco.
En el eje de abscisas marcamos a izquierda y derecha del origen de coordenadas intervalos de

T
amplitud E Completa la tabla

X (rad)ly =csc x

0
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Propiedades de la funcién cosecante en el intervalo [0;27z]

Observando el grafico de la funcidon cosecante podemos obtener las siguientes conclusiones:

a) dominio e imagen
D:[0;27]
I (-o0;-1] U [+1;+c0)

b) periodicidad
La grafica obtenida en el intervalo [0;27r] se repite periédicamente

vVxeR:cs C(X + 271') = CSCX periodo P = 27 al igual que la funcién seno.
C) o es inyectiva

d) ceros de la funcién: resolvemos la ecuacion CSCX = 0

E =0=¢ No existe ningun valor de x que cumpla con la ecuacion, por lo tanto no hay

raices (la funcién no corta el eje x).

e) paridad y simetria:es impar.
Por ejemplo:

1}: f(z/2)=—f(-x/2)

fz}: (2 /6)=—f (- 2/6)

En general VX e IR: f (X)=—f(-X),es decir ¥x e IR:cSCX=—CSCX (el gréfico es

simétrico respecto del origen)

f)  Intervalos de crecimiento y decrecimiento
En algunos intervalos es estrictamente creciente y en otros es estrictamente decreciente.



En (02w @Brl227) L., es estrictamente decreciente y en
(2, ) O (371 2) L., es estrictamente creciente.

FUNCION SECANTE
CONSTRUCCION

sea F:D—> IR/ f(x):sec:x:L

COS X
En este ejercicio partiremos de una tabla de valores de y = sec x para angulos de la 12 vuelta para
obtener la grafica de esta funcion en ese intervalo y luego se continGia para los otros intervalos
como en las funciones anteriores. Por tratarse de una funcion reciproca para calcular sus valores
primero se calcula el valor de la funcidn coseno y luego se calcula el valor reciproco.
En el eje de abscisas marcamos a izquierda y derecha del origen de coordenadas intervalos de

amplitud i
6
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Propiedades de la funcién secante en el intervalo [0;27]

Observando el grafico de la funcion secante podemos obtener las siguientes conclusiones:
a) dominio e imagen

D: [0;272] Excepto para X = kK-7z/2 para keZ , es decir para todas las raices de la funcién

coseno.
I: (00;-17 U [+1;+00)

b) periodicidad
la grafica obtenida en el intervalo [O;27r] se repite periddicamente

VX € IR:sec(X+27)=SeCX periodo P =27

C) no es inyectiva
d) ceros de la funcién: resolvemos la ecuacién SeCX =0



p— =0=¢ No existe ningun valor de x que cumpla con la ecuacién, por lo tanto no hay

raices (la funcién no corta el eje x).

e) paridad y simetria:es par.
Por ejemplo:

f(z)=f(-7)=-1= f(z)=f(~7x)
f(z/13)=f(-7z/3)=2= f(z/3)=—F(~x/3)
En general f(X) = f(—X) (el gréfico es simétrico respecto del eje y)

f) Intervalos de crecimiento y decrecimiento
En algunos intervalos es estrictamente creciente y en otros es estrictamente decreciente.

En (0;z/2)w (x/2; ) es estrictamente creciente.

En (7;37/2) U (37 /2;2x) es estrictamente decreciente.

FUNCION COTANGENTE
CONSTRUCCION

sea f:D—> IR/ f (X) = cotan x = ——
tan X

En este ejercicio partiremos de una tabla de valores de y = cotan x para angulos de la 12 vuelta y
siguientes para obtener la grafica de esta funcion en un intervalo mayor.
En el eje de abscisas marcamos a izquierda y derecha del origen de coordenadas intervalos de

T
amplitud —
6

-

La grafica muestra que los valores de la tangente vuelven a repetirse, de la misma manera que la
funcion seno y coseno.



Propiedades de la funcién cotangente en el intervalo [0;27]

Observando el grafico de la funcidon cotangente podemos obtener las siguientes conclusiones:
a. dominio e imagen

D: [0;27r] excepto para todo X = Kk % para todo K € Z
I: (-00;+00)

b. periodicidad

La grafica obtenida en el intervalo [0; d ] se repite periddicamente

Vx e IR : cotan(X+ ) =cotan X periodo P =7

C. no es inyectiva
d. ceros de la funcién: resolvemos la ecuacion cotan X =0

cotan 7/2=0=>cotan (7 /2+r)=cotan(x/2+2x)=tan(z/2+kz)=0

= tan(kz/2)=0, con ke IR
en definitiva

X=k-7/l2 (kelR) es cero de f

el conjunto de ceros de
f:S{x/x=k-7/2AkeZ}

e. paridad y simetria: es impar.
Por ejemplo:
f(z/2)=—f(-7/2)=0= f(x)=—F(-x)

f(z/4)=—f(-x/4)=1
En general f (X) =—f (—X) , el grafico es simétrico respecto del origen de coordenadas.

f. Intervalos de crecimiento y decrecimiento
Es una funcion estrictamente decreciente en todo su intervalo y los intervalos de decrecimiento

tendran una amplitud igual al periodo: ...u(— ﬂ;O)U(O; 7Z')U(72';27Z')U....

19) Analiza la funcién f(x) = sen x:
a) El valor maximo que toma es ... y el valor minimo que toma es ....
b) El conjunto imagen es el intervalo ........
¢) La curva corta al eje y en P (0;...).
d) Los valores de la funcién se repiten periédicamente cada ...., se cumple que sen(x+2n) =
sen x.
e) El periodo de la funcidon es p = .....



f) Es impar, es decir sen(x) =................ (los valores opuestos del dominio tienen imagenes
opuestas)
g) ¢éSe verifica que fsen x/ < 1?7 ...

20) Analiza la funcion f(x) = cos x:
a) El valor maximo que toma es ..... y el valor minimo que toma es .....

d) Los valores de la funcién se repiten periddicamente cada ...., se cumple que cos (x+2n) =
COS X.

e) El periodo de la funcionesp = ....

f) Es par, es decir cos (x) = ........... (los valores opuestos del dominio tienen imagenes

g) ¢éSe verifica que oS X = SN (M/2 = X). coeeeecieeiiiee et
h) ¢Se verifica que cos x = - sen (x — n/2). .............
i) ¢Se verifica que /cos x/ < 1?7 ...

21)  Analiza la funcién f(x) = tan x:
a) ¢Toma algdn valor maximo o minimo? .....
b) El conjunto imagen es el intervalo (....;....)
¢) La curva corta al ejey en P (....;....)
d) Los valores de la funcion se repiten periddicamente cada ...., se cumple que ......................
e) El periodo de la funcién es .............
f) Es impar, €s decir ......ccoevvvevierrennninnns , (los valores opuestos del dominio tienen imagenes

g) Cuando cos x se acerca a cero, el valor de la tangente tiende a ............
h) Tiene infinitas asintotas verticales, cada vez que ......................

22) Analiza si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
a) El dominio de f(x) = cotan x es el conjunto de los nimeros reales.

b) La funcion f(x) = sec x cruza al eje de las x cuando x = 7n/2.

¢) La funcion f(x) = cosec x no tiene ceros.

d) La funcion f(x) = sec x es la inversa multiplicativa de f(x) = cos x.
e) La funcion f(x) = sec x = 1/cos x.

f) La imagen de f(x) = cotan x es el conjunto de los niUmeros reales.
g) La imagen de f(x) = sec x es el conjunto de los nimeros reales.
h) La funcion f(x) = sec x es creciente en el intervalo (-n/2; n/2).

i) La funcién f(x) = sec x es par.

j) No existe ningun valor de x para el cual cosec x = 0,5.

k) No existe ningun valor de x para el cual cotan x = 0,5.



23)

24)

25)

26)

27)

1) La funcion f(x) = sec x es positiva en el intervalo (-n/2; n/2).
m) La funcidn f(x) = cotan x es positiva en el intervalo (-ri; -n/2).

Establece si las siguientes expresiones son verdaderas o falsas:
a) arcsen x = sen! x
b) cos™ x = 1/cos x
C) arctan x = cotan x
d) Sea f(x) = sen x, cuyo dominio es el intervalo [-n/2, n/2] y cuya imagen es el intervalo [-1,
1], la correspondiente funcién inversa es f(x) = arcsen x, cuyo dominio es el intervalo [-1; 1]
y cuya imagen es el intervalo [-n/2, n/2].
e) Sea f(x) = tanx, cuyo dominio es el intervalo (-n/2, n/2) y cuya imagen es I = R, la
correspondiente funcidn inversa es f'(x)=arctan x, cuyo dominio es el intervalo (-1,1) y cuya
imagen es el intervalo (-n/2, n/2).
f) Sea f(x) = cos x, cuyo dominio es el intervalo [0, n] y cuya imagen es el intervalo [-1,1] la
correspondiente funcién inversa es f!(x) = arc cos x, cuyo dominio es el intervalo [-1, 1] y
cuya imagen es el intervalo [0, n].
g) Si tan(-n/4) = -1, arc tan(-1) = -n/4
h) (tan x otan’x) = x
i) Si cos (n/4) = V2/2, arccos (n/4) = 2/V2

Para la funcion f(x) = a sen X, se verifica que (siendo a > 0):

a) El valor maximo que toma es .... y el valor minimo que toma es ....

b) El conjunto imagen es el intervalo ..........

c) La curva corta alejeyenP (....;....)

d) Los valores de la funcién se repiten periddicamente cada ...., se cumple que .......... =
e) El periodo de la funcion es ...............

f) Es impar, es decir .......... = e (los valores opuestos de dominio tienen imagenes ............ )
g) El factor a se denomina ................. de la onda sinusoidal.

Para la funcion f(x) = sen (bx) se verifica que (siendo b > 0):

a) El valor maximo que toma es .... y el valor minimo que toma es ....
b) El conjunto imagen es el intervalo ............

c) La curva cortaalejeyenP (....;....)

d) El periodo de la funcidn es .........ccceeveenne

e) El factor b se denomina ............... de la onda sinusoidal.

Utilizando los graficos de las funciones seno y coseno, halla y senala sobre el eje horizontal
los valores de x que pertenecen al intervalo [0;2n], tales que:

a)senx 20,5

c)0<senx<0,5

e)-1<senx<0

b) cosx < 0

d) cos x = \/EA

Se ha utilizado la funcidon seno para representar los datos de temperatura en una zona de
Ushuaia. Los puntos de la grafica representan la temperatura media del aire. La funcion seno
usada para ajustar los datos es:
y=12 + cos (2n/360" (t—120))
a) ¢Cual es la temperatura promedio maxima para esa region y cual es la minima?
b) ¢Cada cuantos dias, aproximadamente, se repite la misma temperatura promedio?



